Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 







1 


r ' 1 


OXFORD MUSEüy 
LIBRARY AND READIWG-HOOM. 

/ 
THIS Book Mon^B tVthe " Studeut's 

LibraiyJ^ 

It maVnot be removed Äom the 

Readälg Room without permWon 

of/ihe Librarian, ^^^ 


1 


(jyxoMt- ASL 






■ 








. • • • 



7030K 



Die 



Ausdehnungslehre. 



-•^»^-oo-c^««- 



VoUständig und in strenger Form 



bearbeilel 



von 



Hermaim Grassmann, 

Professor am Gymnasium au Stettin. 




BEBLIN, 1862. 

VERLAG VON TH. CHR. FR. ENSLIN. 
(ADOLPH EirSLIK.) 



<• 



v-/ ' 



\ '\ 



- 1 

I 






1 OCTöl) 

Vorrede. 



Das Torliegende Wevk «nfestt 4!« ^eilMnmte AnadehmnigddM«, 
eine mathematische Wissenschaft, von welcher ich schon vor 17 Jahren 
den ersten Theil unter dem befonderen Titel: „Die lineale Ansdeh- 
nangslehre, ein nener Zweig der Mathematik — Leipzig 1844, Yerlsig 
TOn Otto Wigand** herausgegeben habe. Ausserdem habe ich in der 
Vorrede des genannten Werkes die wefentlichsten Gegenst&nde ange- 
deutet, welche nach meinem Plane den Inhalt des zweiten Theiles 
ausmachen follten. Statt nun diefen sweiten Theil als Fortfetzung 
Jenes ersteren zu yeröifentlichen, und dadurch jenem Plane gemSss 
das begonnene Werk abzuschliessen, habe ich es YOigezogeii, den in 
jenem behandelten Stoff auch in dies neue Werk mit aufzunehmen, 
und fo ein zufammenhängendes Ganze zu liefern. Der Hauptgrund, 
der mich dazu bewogen hat, ist die Schwierigkeit, welche nach dem 
Urtheile aller Mathematiker, deren Urtheil ich zu hören Gelegenheit 
fand, das Studium jenes Werkes wegen feiner, wiefic meihen, mehr 
philofophischen als mathematischen Form dem Lefer bereitet. Und in 
der That muss diefe Schwierigkeit fehr bedeutend gewefen fein, da 
zwar wohl die geometrischen Abhandlungen, welche ich zur Erläu- 
terung jenes Werkes geschrieben habe (Grelle B. 36, 42, 44, 49, 52*, 
Geometrische Analyfe Leipzig 1847) mehrfach von andern Mathema- 
tikern erw&hnt und benutzt find, aber das in jenem Werk feibst ver- 
arbeitete Gebiet nirgends, wenn ich eine interessante kleine Abhand- 
lung Yon Kysaeus (Bedeutung und Anwendung der Zahlen in der 
Geometrie, Siegen 1850) ausnehme, berührt oder zu weiteren For- 
schungen verwandt ist. Damit hängt auch zufammen, dass nie eine 
Beurtheilung des Werkes, ja nicht einmal eine Anzeige dcsfelben, 
ausser im Messkatalog, oder eine Inhaltsangabe, ausser einer von mir 
feibst verfassten (in Grunert's Archiv B. VI.) erschienen ist. Jene 
Schwierigkeit nun zu heben, war daher eine wefentliche Aufgabe für 
mich, wenn ich wollte, dass das Buch nicht nur von mir, fondern 
auch von andern gelefcn und verstanden werde. Es konnte aber diefe 
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Schwierigkeit nicht gehoben werden, ohne den Plan des Ganzen wefent- 
lich zu ändern. Denn He liegt nicht in einer willkürlich gew&hlten 
Form, fondem in dem Plane, den ich vor Augen hatte: die Wissen- 
schaft unabhängig von andern Zweigen der Mathematik von Grund 
ans aufzubauen. Die Ausführung gerade diefes Planes, wenn gleich 
He für die Wissenschaft an Qcl^ die fSrdemds^e fein musste, wie fio 
es denn auch fnbjectiv gewefen ist, musste bei jeder Form der Dar- 
stellung bedeutende Schwierigkeiten bieten, zumal in einer Wisseu- 
sdiaft, wie die Ausdehnungslehre ist, welche die finnlichen Anschau- 
ungen der Geometrie zu all^meinen, logischen Begriffen erweitert 
und vergeistigt, und welcl|| ^ -fbftyl^e^i^Allgemeinheit es nicht nur 
mit jedem andern Zweige, wie der Algebra, Kombinationslehre, Funk- 
tionenlehre, aufnimmt, fondem üe durch Vereinigung aller in diefen 
Zweigen zu Grunde liegenden Elemente noch weit überbietet, und fo 
gfijiriasejpfmi^af A 4^n Schlu^sstein des gefam<ttt^n Qebäudea der l|athe- 
iQ^tlk bildet. 

Ich mtisste dal^^r difif^n ganzen Plan aufgeben, und habe nun für 
iß» vorliegende Werk dUt tltbriffon Zweige der Mathematik » wenigstens 
in ihrer eleneatarem Snjbwickelnui: vorausgefetzt. £benfo habe ich 
in der Form der D^rotellupg geapade den entgegengefetzten Weg ein- 
geschlagen, wie dorti indem ich die strengste mathematische Form, 
die wir überhaupt kennen, di^ Euklidische, für das vorliegende Werk 
angewandt, und alles, wa3 zur Erläuterung oder zur Begründung des 
gewählten Ganges diente, in, Anmerkungen verwiefen habe. Eine nofch: 
wendige Folge des .f6 i^ränderten Planes war«s, dass die fämqatlichen 
Hefultate des ereten Theiles, fo weit fie nicht Anwendungen auf diö 
fh^tük enthieUen, mit in die neue Bearbeitung aufgenommen und 
nach dem veränderten plane neu abgeleitet werden mussten (wie dies 
in No. 1—136, ^^6-<^29 gesehehen ist). Dennoch und durch die Vei^ 
schicdenheit der Methoden die beiden Bearbeitungen desselben Stoffes 
einander fo unähnlich geworden, dass man, mit Ausnahme der abge- 
leitieten Befultate felbst, welche der Natur der Sache nach keine Ab- 
wtdchfing zeigen, kjaum. eine Uebereinstimmung herausfinden wird. 
Es ist daheJT auch die aHe Bearbeitung durch die neue durchaus nicht 
überflüssig gemacht. Denn auch die neue Methode ist an fich keines^ 
wegcs der älteren vorzuziehen, da vielmehr die bis auf die ersten 
Ideen hinabsteigende und von hier aus ganz unabhängig fortschrei- 
tende Methode der ersten Bearbeitung tiefer in das Wefen der Sache 
hineinführt, und daher in rein wissenschaitlicher Beziehung entschie- 
dene Vorzüge vor der letzteren hat. Dicfe dagegen wird auf der 
andern Seite für den Mathematiker, der die anderweitig gewonnenen 
Schätze mathematischen Wissens bei feinen Studien nicht gerne müssig 
liegen fieht, annehmlicher und jedenfalls leichter verständlich fein. 
So ergänzen und erläutern fich beide Darstellungen gegenfeitig. Die 
hier gewählte schliesst Hch am engsten an die Arithmetik an, doch 



in, der W^e, dass Cß die Z^V^gifißa» #clioii ak. etoe .atetig« 
fetaft. Wie nui^ die Arithipeük alle übrigen GrOse^n f oe ein^r eiaiigi^di 
im TJebrigen willkürlichen Grösse, die als £4nlieii gefetat wird) und 
ttilt e bezeichnet fein mag, entwickelt (vergleiche mein Lehrbuch der 
Arilhmetik, 1860 Berlin bei Enslin), fo JTet&t die Ausdehnnngslehif 
in der hier gegebenen Fassung mehrere folch^ Grössen, 4i ) . %« %* s 
von denen keine aus, den übrigen ableitbar ist, k. B« e| Xich nicl|t 9^149 
et dadurch entwickeln lässt, dass ei mit irgend einer Zahlgrösse mul: 
tiplicirt wird, voraus, und betrachtet zunächst die ans jenen £inheitfB 
durch Multiplikatioa mit Zahlgrössen und Addition diefer Pro^okt^ 
entstandenen Grössen, welche ich extenfive Grössen (oder Ai^^ 
dehnungsgrössen) genannt hfibc. Hieraus ergeben ßch denn leicht dif 
in Kap. 1 vorgetragene^ Geletze der Addition, Subtraktion, Viel^ 
fachung (Multiplikation mit Zahlen) und Theilnng (Divifion durch 
Zahlen). Es mag auffallend erscheinen, dass diefe fo einfache Ide6^ 
welche im Grunde genommen in weiter nichts besteht, als dass eine 
Yielfachenfumme verschiedener Grössen (als welche hiernach die exten* 
five Grösse erscheint) als selbstständige Grösse behandelt wird, in def 
That zu einer neuen Wissenschaft fich entfalten foll; und man hat 
mir denn auch, hieran anknüpfend, den Einwurf gemacht, (iass die 
ganze Ausdehnnngslehre nur eine abgekürzte Schreibart fei, ja dasf 
es fehlerhaft fei, Ausdrücke als Grössen zu behandeln, welche gar 
keine GrÖAsef feien. Allein diefer Einwurf beruht auf einem gänzr 
liehen Verkennen des Wefens der ICathematik und der Grössen. Auf 
diefe Weife würde die ganze Arithmetik, ja, man kann fagcn, die 
ganze reine Mathematik, bloss eine abgekürzte Schreibart fein; denq 
die Zahl ist nur ein abgekürzter Ausdruck für eine Summe von Ein- 
heiten, das Produkt für eine Summe gleicher Zahlen, die Potenz für 
ein Produkt folcher u. f. w,; dennoch würde ohne diefe abgekürzte 
Schreibart, oder, um es richtiger auszudrücken, ohne diefe Zufammen- 
fassung zu einer Einheit des Begriffes kein Fortschritt denkbar fein* 
Es würde zum Beispiel ohne diefe Zufammenfassung nicht möglich 
fein , zu dem Begriffe der wegnehmenden Rechnungsarten (Subtrahiren, 
Dividiren, Radiciren, Logarithmiren), und zu den durch fie neu fic^ 
entwickelnden Zahlformco: der negativen, gebrochenen, irrationalen 
und imaginären, zu gelangen. Es kommt überall nur darauf an, dass 
man auch wirklich da^enige zufammenfassc, was feinem Wefen nach 
eine Einheit bildet, und was daher auch zu neuen B^ful taten führen 
muBS , zu denen man ohne jene Zufammenfassung nicht gelangen würde. 
Die Ausdehn ungsiehre führt nun in der That zu einem unerschöpflichen 
Reichthum folcher Beziehungen, welche ohne Bildung jener Begriffs- 
einheit, wtilche in der extenfiven Grösse erscheint, auf keine Weife 
aufzufassen oder abzuleiten wären. Ob man diefem Begriffe den Na- 
men einer Grösse zugesteht,. ist an und für üch von f ehr untergeord- 
neter Bedeutung) da es hier auf Namen wenig ankommt. Die Frage 



i0t ]i«r die, ob diefer neue Begpriff mit dem allgemdnen BegriilB der 
CMMe wlitiich fo lafammenhftnge, dsss fie ihrem Wefen nach itt 
eltiem Gefammtbegfiffe (Ich lufammenschlieflseii, und das« eine iwi- 
idien beiden Gebieten gesogene Grftnilinie das Znifammengehörige will- 
Uirlieh und der Sache widersprechend sertrennen würde. Ist letsteres 
der Fall, Xo wftre es fogar fehlerhaft, diefem neuen Begriffe nicht 
det Vamen der Grösse beiznlegen. Nun glaube ich in derThat, dass 
■wischen dem, was ich extenfiTe GrOsse genanot habe, und swischen 
Allgemeinen ZaUgrOssen und namentlich der imaginftren GrOsse (a-fbi) 
efne fo innige Beriehung herrscht, dass es wiederflhnig wftre, die eine 
als Grösse an betrachten und die andere nicht, da ja in derThat die 
imaginftre Grösse ebenfo ans 2 Einheiten 1 und i =s }/— 1 durch reelle 
SSaiilkoefQcienten ableitbar ist, wie die extenfiven Grössen aus 2 oder 
mehr Einheiten ableitbar find (f. u. No. 413 Anm.) So scheint es mir 
idfo vollständig gerechtfertigt , wenn ich die extenfive Grösse als G r ö s s e 
bezeichne. Aber ich gehe noch weiter, indem ich fie nicht nur als 
Grösse überhaupt, fondern auch als einfache Grösse bezeichne. Ihr 
ti^ten n&mlich gegenüber andere Grössen, welche den Charakter zufam- 
mengefetztcr Grössen ebenfo entschieden an fich tragen, wie jene den 
der einfachen, und welche erst durch Addition höherer Gebilde und 
befonders durch die Betrachtung der Quotienten und der Funktionen 
hlnelntreten (vergl. Nr. 77, 377 und 364). Ich fahre nun fort, den 
Gang der Entwickelnng in dem vorliegenden Werke überfichtlich zu 
verfolgen. An die Addition, Subtraktion, Vielfachung und Theilung 
schliesst fich nun (in Kap. 2) der allgemeine Begriff der Multiplikation 
extenfiver Grössen an, welcher auf die Beziehung der Multiplikation 
sur Addition (n&mlich darauf, dass man statt der Summe die Summan- 
den multiplidren darf) gegründet ist. Hiemach führt die Multiplika- 
tion der genannten Grössen auf die ihrer Einheiten (e|, ej,* • •) zurück, 
und aus der Betrachtung der Produkte diefer Einheiten ergeben fich 
dann verschiedene Gattungen der Multiplikation. Es gelingt nun , aus 
diefen Gattungen zwei ausznfondern, auf welche fich alle übrigen zu- 
rückführen lassen. Die eine derfelben f&llt in ihren Gefetzen ganz 
aufammen mit der gewöhnlichen Multiplikation in der Algebra und ist 
daher von mir die algebraische genannt worden. Aber fie ist in Bezug 
auf die durch fie erzeugten Grössen bei weitem die verwlckeltste und 
kann nur durch Betrachtung der Funktionen zur vollen Klarheit ge- 
bracht werden , weshalb ich fie auf den zweiten Abschnitt diefes Wer- 
kes verwiefen habe. Die Bezeichnung für diefe algebraische Multipli- 
tion mass der Katur der Sache nach mit der gewöhnlichen Bezeichnung 
der Multiplikation zufammen fallen , da es widerfinnig wftre, Verknü- 
pfungen, welche in allen Beziehungen denfelben Gefetzen unterliegen, 
verschieden zu bezeichnen. Die zweite jener Multiplikationen , welche im 
dritten Kapitel behandelt Ist, zeigt fich als die für die Ausdehnungsichre 
charakteristische, und fie wefentlich weiter fördernde, indem fie die 
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vetnddeämm SliiDsii dnÄdier GrötMu Ueforl, wekbe Inder Anadel^ 
nangslehre lierrortieten« Sie ist dadurch, gekennieidinet) da» swel 
dn&ehe Faktoren de» Produktes nui vertauscht werden darfen, wenn 
man zugleich das Voneichen (4- — ') des Produktes umkehrt. Ba 
«war fOr diefe Multiplikation die Besiehung zur Addition diefelbe lit, 
wie bei jeder Multiplikation, aber die übrigen Gefetse derfelben wo» 
fentUch von denen der gewöhnlichen Multiplikation abweichen, fo war 
es nothwendig, ße durch die Beieicbnung zu unteit^cheidea. Ich habe 
in diefem Werke dafär die Bezeichnung durch eckige Klammern, die 
das Produkt umschliessen, gewählt, fo dass alfo rab] = ^[ba] ist| 
wenn a und b einfache Faktoren diefes Produktes find. £s entfallel 
fleh dies Produkt zu einer ausserordentlichen Mannigfaltigkeit tob 
Erscheinungsformen, und lässt in reicher Falle Beziehungen henror 
treten, welche, auf alle Zweige der Mathemaük ein unerwartet 
neues Licht werfen, fo dass es den eigentlichen Mittelpunkt der neuen 
Wissenschaft bildet. Nachdem der Begriff der GrÖ8sen-£iig|n&ang hin* 
zugekommen ist, tritt jenes Produkt in einer ganz neuen Eigenthttm* 
lichkeit , als inneres Produkt (Kap. 4) hervor, fo dass es in diefer Form 
aus dem Bereiche der in der ersten Bearbeitung dargestellten Gegen* 
st&nde ganz heraustritt. (Vergleiche jedoch die Vorrede zu jenem 
Werke p. XI.) Mit Anwendungen auf die Geometrie (Kap. 5) schliesst 
der erste Abschnitt des Werkes. In dem zweiten Abschnitte treten 
nun die zufammengefetzten Grössen hervor, welche wir im Ganzen 
als Funktionen einfacher Grössen charakterülren können. Das eiste 
Kapitel diefes Abschnittes behandelt die Funktionen im Allgemdnen, 
woran ßch die algebraische Multiplikation und Divifion anschliesst, 
das zweite die Lehre von den Reihen, das dritte die Diffierenziairech- 
nung und das vierte endlich die Integralrechnung, und swar alle 
diefe nur in fofem als extenfive Grössen in Betracht gezogen werden* 
Doch glaube ich, dass auch die entsprechenden Zweige der gtewöhn« 
liehen (auf Zahlgrössen ßch beziehenden) Mathematik und namentlich 
die Integralrechnung durch diefe Darstellung nicht nur wefentlich ver- 
einfacht, fondem auch mannigfach ergänzt und weiter gefördert find« 
Da der Stoff feit der ersten Bearbeitung bedeutend angewachsen ist, 
fo habe ich die Anwendungen auf die Phyfik ganz weglassen infMen ; 
doch hoffe ich, wenn mir Zeit und Kraft dazu gestattet ist, eine ma^ 
thematische Bearbeitung der wichtigsten Zweige der Phyfik in felbs^ 
st&ndigen Werken folgen zu lassen, in denen ich von der hier voxge» 
tragenen Wissenschaft Anwendung' machen werde. Ich habe mich eifrig 
bemüht, überflüssige Kunstausdrücke zu vermeiden und mich, auf das 
möglichst geringste Maass neuer Kunstausdrücke zu beschrftuken^ aber 
da man nun einmal ohne Worte nicht reden kann, und daher auch 
zu neuen Begriffen entweder neue Wortbildungen oder neue Wortver- 
bindungen gebraucht, oder alten Worten ein neues Gepräge verleihen 
miisS) fo blieb doch noch eine ziemliche Menge unvermeidlieher Kuns^ 
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Msärfl^k« flbrtg. ' Um dto' Veifttftiidiilss aitt etleiehtern, hftbe Ich %vtt 
httehst die Kunstaasdrtlekcr fo gewählt , dass fie, wie ich hoffe, durch 
ihre 'Bildung feibst unmittelbar an den durch fi# dargestellten Begritf 
äHnnern., und dann habe ich am Schlüsse ein alphabetisches Verzeich- 
ikiss derTelben* mit Hin weifang auf die Steilen , wo fie erklärt find, 
gegeben. Es bleibt mir noch übrig, auf verwandte Bestrebungen an- 
derer ' Mathematiker hinzuweifon. Es beziehen fich diefe fast ohne 
Aosnahme auf diejenigen Gegenstände, welche ich als Anwendungen 
der, Ausdehnungslehre auf die Geometrie bezeichnet habe (alfo auf 
die SS. ^4, 28-30, 37—40, 56, 74-79, 91, 92, 101, 102, 114—11^, 
144-^148, 159—170 der Ausdchnungslehre von 1844 und auf die Km. 
216—347 des vorliegenden Werkes). Bei der ersten Bearbeitung (1844) 
war mir unter den hier einschlagenden Arbeiten nur das berfthmte 
Werk des Begründers der geometrischen Analyfe: der barycentrische 
Gidcol von Hoebius, bekannt, welches die Addition der Punkte lehrte. 
Hingegen ^earen mir die Arbeiten über tlie geometrische Addition der 
Strecken (von gegebener Länge und Richtung), fowie über die Bedeu- 
tung der imaginären Grössen unbekannt geblieben. Die letztere wurde 
in ihrer Vollständigkeit zuerst in einer Abhandlung von Gauss (06%- 
tinger gelehrte Anzeiger 1831) dargestelll, auf welche mich Gauss auf 
Veranlassung der den gleichen Gegenstand behandelnden Stolle in der 
Vorrede zur Ausdehnungslehre (pag. XI bis XIV) brieflich auftnerkfani 
machte. Schon in diefer Darstellung des Imaginären' lag der Begriff 
der geometrischen Addition von Strecken in Einer Ebene. Der erste, 
welcher die geometrische Addition der Strecken in ihrer ganzen AU^ 
gemeinheit gelehrt hat, scheint Bellavitis gewefen zu fein, indem 
er schon 1835 (Annali delle scienze de regno Lombardo-Veneto, 3* 
volume) den hier gehörigen Calcul aufstellte (vergl. unten p. 149 Anm.) 
Unabhängig davon entwickelte Möbius (1843) in feiner Mechanik des 
ffimmels die Gefetze der geometrischen Addition der Strecken und 
wandte fie auf die Probleme der Mechanik des Himmels an. Kach 
dem Erscheinen meiner Ausdehnungslehre (von 1844) mehrten fich 
die Arbeiten auf dem Gebiete der geometrischen Analyfe. Ins Befon- 
dere waren es wieder Moebius und Bellavitis, welche die Wissenschaft 
wefentlich weiter förderten und auch zum Verständniss und zur wei* 
teieu Verbreitung der von mir vorgetragenen geometrischen Rechnungs- 
methöde in bedeutender Weife beitrugen. Dazu kamen nun noch meine 
etgeae Arbeiten über diefen Gegenstand, welche theils in meiner 
Schrift: »Geometrische Analyfe, geknüpft an die von Leibnitz erfun- 
dene Charakteristik, gekrönte Preisschrift, Leipzig 1847,** welche Moe- 
bius dureh eine daran angeschlossene lichtvolle Darstellung den Mathe- 
matikern zugänglicher zu machen fachte, theils in Crelle's Journal 
(Band 36, 42, 44, 49, 52) niedergelegt find. Femer trat ein Jahr 
naeh dem Erscheinen meiner linealen Ausdehnungslehre Saint-Venaiit 
Biit der geometrischen MultipUkafion der Strecken' hervor (CompUf 
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rendns, Tome XXI p. 620 sq., 15. Septembre 1645), welche idenÜBcb 
iBt mit der von mir in jenem Werke dargestellten ftusseren Multipli- 
kation der Strecken (pag. 28— *40). Offenbar kannte er dies Werk 
nicht , and ich schickte daher 2 Bxemplare desfelben an Caaehy mit 
der Bitte, eins davon an Saint- Venant abzugeben, dessen Adresse mir 
unbekannt war. Späterhin veröffentlicUte Cauchy in mehreren Auf- 
Xätzcn, welche in den Comptes rendus von 1853 abgedruckt find , eine 
Methode, um yermittclst gewisser fymbolischer Grössen, welche er 
clefs alg^briques nennt, algebraische Gleichungen und verwandte Pro- 
bleme zu löfeu', eine Methode, welche genau mit der in meiner Aus- 
dehnungsichre von 1844 (§. 45, 46 und 93) dargestellten übereinstimmt. 
Ich bin weit davon entfernt, den berühmten Mathematiker eines Pla- 
giats beschuldigen zu wollen, doch glaubte ich es mir und der Sache 
schuldig zu fein, dass ich deshalb eine Prioritätsreclamation an die 
Pariser Akademie richtete. Allein die Commission , welcher diefe Re- 
clamation im April 1854 zur Prüfung und Berichterstattung übergeben 
wurde (Comptes rendus Tome 38 p. 741) , hat nie etwas von fich hören 
lassen , und auch Cauchy hat fcitdem über den Gegenstand nichts mehr 
veröffentlicht. Es find die erwähnten Abhandlungen Cauchy's die ein- 
zigen, welche ausserhalb des Gebietes der Geometrie einen Berührungs- 
punkt mit meiner Ausdehnungslehre (von 1844) darbieten. Und da 
auch diefe Abhandlungen einen felbstständigen Ursprung beanspruchen, 
fo scheint es, als ob der eigentliche Kern meines Werkes, abgcfehen 
von dem geometrischen Beiwerk desfelben, nirgends zu verwandten 
Bestrebungen anß:eregt habe. Und dennoch bin ich an dies neue Werk, 
welches das alte in fich aufnehmen und zum Abschlüsse bringen follte, 
mit frischem Muthe herangegangen. Denn ich bin der festen Zuver- 
ücht, dass die Arbeit, welche ich auf die hier vorgetragene Wissen- 
schaft verwandt habe, und welche einen bedeutenden Zeitraum mei- 
nes Lebens und in demfelben die gespannteste Anstrengung meiner 
Kräfte in Anspruch genommen hat, nicht verloren fein werde. Zwar 
weiss ich wohl, dass die Foi*m{ die ich der Wissenschaft gegeben, eine 
unvollkommene ist und fein muss. Aber ich weiss auch und moss es 
aussprechen, auch auf die Gefahr hin, für anmaassend gehalten zu 
werden , — ich weiss , dass wenn auch dies Werk noch neue 17 Jahre 
oder länger hinaus müssig liegen bleiben follte, ohne in die lebendige* 
Entwickelung der Wissenschaft einzugreifen, dennoch eine Zeit kom- 
men wird, wo es aus dem Staube der Vergessenheit hervorgezogen 
werden wird, und wo die darin niedergelegten Ideen ihre Frucht trat^ 
gen werden. Ich weiss, dass wenn es mir auch nicht gelingt, in 
einer bisher vergeblich von mir ersehnten Stellung einen Kreis von 
Schülern um mich zu fammeln, welche ich mit jenen Ideen befruch- 
ten" und zur weiteren Entwickelung und Bereicherung derfelben anrc* 
gen könnte, dennoch einst diefe Ideen, wenn auch in veränderter 
Form , neu erstehen und mit der Zeitentwickelung in lebendige Wcch- 



felwirkang treten werden. Denn die Wahrheit ist ewig, ist göttlich; 
und keine Entwickelungsphafe der Wahrheit, wie geringe auch das 
Qebiet fei, was Re umfasst, kann spurlos vorübergehen; fie bleibt 
bestehen , wenn auch das Gewand , in welches schwache Menschen fie 
kleiden, in Staub zerföllt. 

Stettin, den 29. August 1861. 
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§. 1. Begriffe und BechnnngsgeBetze. 

1. Erklärung. Ich sage, eine Grösse a sei MB den 
Grössen b, c,- • • durch \\\e Zahlen ß,Y9'*' ab geleitet ^ wenn 

a = /3b + yc -}-••• 
ist, wo /?, y, • • • reelle Zahlen sind, gleichviel ob rational oder 
irrational, ob gleich null oder verschieden von null. Auch 
sage ich, a sei in diesem Falle numerisch abgeleitet 
aus b, c,*** 

3. Erklärung. Ferner sage ich, dass zwei oder mehrere 
Grössen a, b, c««* in einer Zahlbeziehung zu einander 
stehen, oder dass der Verein der Gröscron a, b, c,*** einer 
Zahlbeziehung unterliege, wenn irgend eine derselben sich 
aus den übrigen numerisch ableiten lässt, also wenn sich z. B. 

a ±=3 /3b 4- yc + • ' • 
setzen lis&l, wo ß,Yy" ' reelle Zahlen sind. Besteht der Yereoi 
nur aus Einer Grösse a, so soll nur in dem Falle . gesagt 
werden, der Verein unterliege einer Zahlbeziehung, w^» 
a:=o ist. Wenn zwei Grössen a und b, von denen keiiie 
null ist, in einer Zahlbeziehuag zu einander stehen^ so be- 
zeichne ich dies durch 

a^b, 
und sage a sei kongruent b. 

1 
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Anmerkunp:. Zwei reelle Zahlen stehen also immer, swei yer- 
schieden benannte Grössen stehen nie in einer Zahlbeziehang zu einander. 
Null ist aus jeder Grössenreihe numerisch ableitbar, nilmlich durch 
die Zahlen o, o,**< Mehrere Grössen also, unter denen eine null ist, 
stehen stets in einer Zahlbeziehung zu einander. 

Das Zeichen (^) ist in ähnlichem Sinne von Möbius (in seinem 
barycentrischen Calcül) gebraucht. Die Benennung (kongruent) grändet 
sich auf geometrische Betrachtungen. Zur Bezeichnung abstrakter 
Beziehungen ist sio Ton Gauss gebraucht. 

3. Erklärung. Einheit nenne ich jede Grösse, welche 
dazu dienen soll, um aus ihr eine Reihe von Grössen numerisch 
d^aideilen, und zwtt neme ich die Einheit eine ursprüng- 
liche, wenn sie nicht aus einer anderen Einheit abgeleitet 
ist. Die Einheit der Zahlen, also die Eins, nenne ich die 
absolute Einheit, alle übrigen relative. Null soll nie als 
Einheit gelten. 

r 

4. Erklärung. Ein System vonEin heiten nenne 
ich jeden Verein von Grössen, welche in keiner Zahlbeziehung 
ft« eiaander stehen, und welche dazu dienen sollen, um aus 
ifmom duröh beliehigi) Zahlen andere Grössen abzuleiten. 

An merk. Hierhergehört auch der Fall, wo der Verein nur aus 
^iner Einheit besteht (die jedoch nach Nr. 3 nicht null sein darO« 

5. Erklärung. Extensive Grösse nenne ich jeden 
Ausdruck, welcher aus einem Systeme von Einheiten (welches 
sich jedoch nicht auf die absolute Einheit beschränkt) durch 
Zahlen abgeleitet ist, und zwar nenne ich diese Zahlen die 
KU den Einheiten gehörigen Ableitungszahlenjencr Grösse; 
li».&. ist das Polynom 

«1 ei + ct2 Cj + • • • > oder^ae oder^Or Op 
wenn ai, ^r '" f^^H^ Zahlen sind, und et, e2,* • * ein System 
von Einheiten bilden, eine extensive Grösse, und zwar ist 
(dieselbe ans den Einheiten ei, 02, ••'durch die zugehörigen 
Zahlen Oi, ccj, * • • nbgoleitel. Nur wenn das System blos aus 
<ter absoluten Einheit (1) besteht, ist die abgeleitete Grösse 
kmm^ extensive, sondern eine Zahlgrösse. Den Ausdruck 
Oröase überlutupt werde ich nur fihr diese beide« Gatt«nge« 
derselben festhalten. Wenn die extensive Grösse aus den 
ursprünglichen Einheiten abgeleitet werden kann, so nenne ich 
jene Grösse eine extensive Grösse erster Stufe. 



An merk. Aas der Elementarmathematik setzen wir die Rech- 
nungsgesetze für Zahlen, und auch für die sogenannten „benannten 
Zahlen^, d. h. für die aus Einer Einheit abgeleiteten extensiven 
Qr5s8en voraus; jedoch nur für den Fall, dass jene Einheit eine 
ursprüngliche ist. 

6. Erklärung. Zwei extensive Grössen , die aus demsel- 
ben System von Einheiten abgeleitet sind, addiren, heisst, ihre 
zu denselben Einheiten gehörigen Ableitungszahlen addiren, d. h. 

Z'öe + Xße =Z(.a + ß^j e 

7. Erklärung. Eine extensive Grösse von einer andern, 
aus deti^elben Systeme von Einheiten abgeleiteten pubtra- 
hiren, heisst die Ableitungszahlen der ersteren von den zu 
desselben Einheiten gehörigen Ableitungszahlen der letzteren 
subtrahiren, d. h. 

X«e — 2^ße = X(a— /^)e 

Anmerke In Bezug auf die Klammerbezeichnung halte ich die 
Bestimmung fest, dass ein ohne Klammem geschriebenes Polynom oder 
Produkt aus mehreren Faktoren gleichbedeutend ist dem mit Klam- 
mern geschriebenen Ausdruck ^ in welchem alle Klammem- gleich in 
Anfang eintreten, also a-}^b-|-ct=(&-}-b)4- c, abc :z (ab) c 

U. 8. W. 

8. Erklärung. Fär extensive Grössen a, b, c grim 
die Fundamentalformeln: 

1) a + b = b + a, 

2) a + (l) + c) = a + b + c, 

3) a + b — b = a, 

4) a — b 4- b = a. 

Beweis. Es sei a == ^ae. b = 2tß^r c=5^ye,soisl 

1) a + b = ^äe + 2*^e =^(a-f /»)e [nach 6]. 

= Z(/^Tä)e=Z?^+2"^ [6]. 

= b + a. 

2) a -f (b 4- c)=2^^ 4- (^j^ 4. ^27e) 

= Z ^+Z(ßTr Te [6]. 

= Z' (« + (ig + y)) e [6]. 

= Z (a+i? + y)e _^ 

= Zia + ß)e + Zre [*3- 

= Zae + 2^ßi + Zye [6]. 

= a + b + c 
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3) a -f b - b = Xäo + 2^ßG ~- 2^ße 

= Z (M-7)e-Z ig^ [6]. 

= Z(a + /?-«e [7]. 

4) a — b + b = 2^ae — ^ße + ^ße 

= Z ja - ig)e + Z^ [7]. 

= Z(«-i^ + iJ)e [6]. 

= z^^ = « 

9. Für extensive Grössen gelten die sämmtlichen Gesetze 
algebraischer Addition und Subtraktion. 

Beweis. Denn diese Gesetze können, wie bekannt, aus 
den 4 Fundamentalformeln in No. 8 abgeleitet worden. 

10. Erklärung. Eine extensive Grösse mit einer Zahl 
multipliciren heisst ihre sämmtlichen Ableitungszahlen mit 
dieser Zahl multipliciren, d. h. 

Zcte • /? = j5 • ^ae=^{aß)-e 

11. Erklärung.] Eine extensive Grösse durch eine Zahl, 
die nicht gleich null ist, dividiren, heisst ihre sämmtlichen 
Ableitungszahlen durch diese Zahl dividiren, d. h. 



z«o:^=2r7 



e 



12. Für die Multiplikation und Division extensiver Grössen 
(a, b) durch Zahlen (ß, y) gelten die Fundamentalformeln: 

1) Bß = ßB, 

2) a/Jy = aCi^y), 

3) (a + b)y =ay + by, 

4) 9i Cß+r) =a/? + «y, 

5) a • 1 = a, 

6) Bß = dann und nur dann , wenn entweder a = 0, 
oder ß — O, 

7) a : ^ = a ~, wenn Ä ^ ist ♦). 

P 

Beweis. Es sei a = Z<*c, b=Z^©> wo die Summe 
sich auf das System der Einheiten e^ ... Cn bezieht, so ist 

*) Das Zeichen ^ zusammengesetzt aus v und <L soll ungleich 
bedeuten. 
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i) a/? = /3a nach der Definition [s. Formel in No. 10]. 

2) Bßr = ZäejY = Z(««e y [10]. 

= Z(«/?y)c _ [10]. 

= iMßrJ^ = Z« e (i?y) [10]. 

= a(i9y) _ " 

3) (a+b> = ( Zae + Z^ ) X = -S"(« + « e y [6]. 

= Z(a+ig)y'e [10]. 

= ^(ay + /9y).ej= Z(ay)e + ZfiJy)e[6]. 

= Z^-y + Z/?e-y [«0]. 

= ay + by 

4) a(/?+y)= Z^(i? + y) = Z«tf + y) e [iO]. 

= Z(ai^ + ay)e = Z^i» • e + Z^r • e [6]. 

= Zäe-i9 + Z^y [*0]. 

= aj9 + ay 

5) a.l = Zäe.l=Zäe [10]. 

= a 

6) a) wenn a = ist, so ist 

a/J = 0.^ = 
b) wenn ^ = ist, so ist 

aj» = a • == Zöe • 0=ZÖ^ [*<>1- 

= ZÖ" [5. Anm.] 

= 
c) wenn a/3 = 0, so hat man 

= ai? = Zöe /? = Zai^e [*0]. 

Hieraus folgt nun, dass alle Podukte aß d. h. aiß, a^ß^ 
" ' On ß null sein müssen. Denn gesetzt, es wäre eins der- 
selben, z. B. aiß nicht null, so hätte man aus der Gleichung 

= Oiß ei + a^ße^ + ttn/J On 

durch Mult. mit -^ die Gleichung 

d. h. 6} wire aus es***en numerisch ableitbar, oder zwi- 
schen den Einheiten et • • • • e^ bestände eine Zahlbeziehung, 
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was gegen die Anndime ist, da ei, e2,***en ein Sysiem von 
Einheiten bilden sollen. Somit ist 

= «j/J = «jj? =• • -ajj, 
also entweder ^==0, oder wenn /} ^ ist« 

also a = ^ae = ^Oe = ^0^ [5. Anm.] 

= 
d. h. wenn a/9 = ist, so niuss entweder ß oder a gleich 
null sein. 

7) h: ß= ^ae : ß = / — e [11]> ^^ ß »"«ht null ist. 



=2(«l)''=-^«"=7 



[10]. 
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13. Für die Multiplikation und Division extensiver Grössen 
durch Zahlen gelten die algebraischen Gesetze der Multipli- 
kation und Division. 

Beweis. Denn aus den Fundamentalformeln (1 bis 6) 
des vorhergehenden Satzes folgen in bekannter Weise die 
sammtlichen algebraischen Gesetze der Multiplikation, und durch 
Formel (7) desselben Satzes wird die Division, ebenso wie 
in der Algebra, auf die Multiplikation zurückgeführt. Also 
gelten auch die algebraischen Gesetze der Division für die 
Division extensiver Grössen durch ZaMen. 

§. 2. Zosanunenliang zwischen den aus einem System 
von Einheiten ableitbaren Grössen. 

14. Erklärung. Die Gesammtheit der Grössen, welche 
aus einer Reihe von Grössen ai, 82,* ••an numerisch ableitbar 
sind, nenne ich das aus jenen Grössen ableitbare Gebiet (das 
Gebiet der Grössen ai,**>an), und zwar nenne ich es ein Ge- 
biet n-ter Stufe, wenn jene 'Grössen von erster Stufe (d. h. 
aus n ursprünglichen Einheiten numerisch ableitbar) sind, und 
sich das Gebiet nicht aus weniger als n solchen Grössen ab- 
leiten lässt. Bin Gebiet, welches ausser der Null keine GrÖsi^e 
enthlH, heisst ein Gebiet nullt er Stvfe. 
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Anitierk. Das Gebiet etster Stmfe isl also die GesamttUheit d&r 
Vielfachen einer Grösse erster Stufe, wenn man nämlich unter Viel- 
fachem einer Grösse jedes Produkt der Grösse mit einer .reellen Zahl- 
grösse versteht. 

13. Erklärung. Zwei Gebiete heissen identisch, wenn 
jede Grösse des ersten Gebietes zugleich Grösse des zweiten 
ist und umgekehrt. Wenn jede Grösse eines Gebietes (A) 
zugleich Grösse eines andern (B) ist (ohne dass das Umge- 
kehrte nothwendig stattfindet), so nenne ich l)eido Gebiete 
einander incident, und sage dann, das erste Gebiet (A) sei 
dem zweiten untergeordnet, das zweite dem ersten über« 
geordnet. Die Gesammtheit der Grössen, welche zweien od^ 
mehreren Gebieten zugleich angehören, heisst ihr gemein- 
sehafiliches Gebiet, und die Gesammtheit der Grössen, welche 
iicli aus den Grössen zweier oder mehrerer Gebiete numerisch 
ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet. 

Anmerk. Ist z. 6. das Gebiet A aus den Einheiten e^, e^, e« 
abgeleitet und das Gebiet B aus den Einheiten e^, Cs, e4, so ist das 
den Gebieten A und 6 gemeinschaftliche Gebiet das aus den Einheiten 
ej, eg abgeleitete, und das A und B verbindende Gebiet das aus den 
Einheiten e^, ej, Cg, e4 abgeleitete. 

16. Erklärung. Zwischen n Grössen ai,* • •an herrscht 
dann und nur dann eine Zahlbeziehung, wenn sich eine 
Gleichung 

«1 «1 H auaii= 

aufstellen Ittsst, in welcher die Zahlen c^,... On nicht alle zu- 
gleich null sind. 

Beweis. Denn wenn in der Gleichung 

auch nur Eine der Zahlen ai,**«an von null verschieden ist, 
2. B. Ol, so ist die mit dieser Zahl verbundene Grösse ai aus 
den übrigen numerisch ableitbar; denn dann ist 

.. = _^_a, __a, -a„. 

Umgekehrt, wenn irgend eine Zahlbeziehung zwischen 
den Grössen ai • • • an herrscht , z. B. 

aj =^202 + i*3a3 H ßifln 

80 wird 
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eine Gleichung, in welcher wenigstens der Koeffioient von ai 
ungleich null ist. 

17. Wenn n Grössen in einer Zahlbeziehung zu einander 
stehen, und sie nicht alle null sind, so muss sich aus ihnen 
ein Verein von weniger als n Grössen aussondern lassen, 
welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt, und aus dem die 
übrigen Grössen numerisch ableitbar sind. 

Beweis. Es seien af«'an die in einer Zahlbeziehung 
zu einander stehenden Grössen, so muss [nach No. 2] sich eine 
derselben aus den übrigen numerisch ableiten lassen; dies sei 
an und sei etwa 

Herrscht nun zwischen den Grössen af-an-i abermals 
eine Zahlbeziehung, so wird wieder eine derselben etwa au^i 
aus den übrigen ai,---au-2 numerisch ableitbar sein müssen. 
Es sei 

fln-l =1^181 + • • '1^11-2 an-2« 

Führt man diesen Ausdruck für an-i in die erste Gleichung 
ein, so erhält man 

«n = («1 + «n-l^l) Bi 4. • . . . (an-2 + On-i ^n-a)aa-25 

also ist dann auch an aus ai, • • • an^2 numerisch ableitbar. 

Dies Verfahren wird man fortsetzen können, so lange als 
noch zwischen den jedesmal übrig bleibenden Grössen eine 
Zahlbeziehung stattfindet. Man wird also zuletzt entweder zu 
einer Schaar von mehreren Grössen kommen, die in keiner 
Zahlbeziehung mehr zu einander stehen, und aus denen die 
übrigen numerisch {d)leitbar sind, oder es bleibt zuletzt nur 
Eine Grösse, etwa ai, übrig, aus der alle übrigen numerisch 
ableitbar sind. Im letztern Falle darf diese Eine Grösse ai 
nicht null sein, weil sonst alle übrigen Grössen, als numerisch 
daraus ableitbar, auch null sein würden, was der Annahme 
widerstreitet. In beiden Fällen gelangt man also (No. 2) zu 
einem Vereine, der keiner Zahlbeziehung mehr unterliegt und 
aus dem alle übrigen der n Grössen ai**«an numerisch ab- 
leitbar sind. 

18. Erklärung. Wenn in einem Verein von Grössen 
ai, a29-**an die erste ai nicht null ist, und keine der fol- 
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genden fleh aus den vorhergehenden numerisch ableiten lässt, 
To unterliegt der Verein keiner Zahlbeziehung. 

Beweis. Denn gefetzt, er unterliege einer Zahlbezie- 
hung, to mOsste (nach 16) zwischen den Grössen ai, ai,« • -an 
eine Gleichung 

«iBi + 0283 -| o^an = 

aufgestellt werden können, in welcher nicht alle Koeficienten 
<^i7 (hi" ' ^ zugleich null flnd. Es fei a, der letzte unter 
diefen KoefGcienten , welcher von null verschieden ist, fo er- 
hält man 

alfo, wenn r grösser als 1 ist, 

a, = 8} 83 • . • — — Bp-t, 

d. h. ar ist aus den vorhergehenden Grössen ai*--an-i nu- 
merisch ableitbar, gegen die Vorausfetzung. Ist aber r=l, 
fo hat man 

«131 = 0; 
alfo, da dann a^ ungleich null angenommen ist, 

«1=0, 
was gleichfalls der Vorausfetzung widerstreitet. Alfo kann 
keine Zahlbeziehung zwischen den Grössen ai • • • a^ herrschen. 

19. Wenn eine Grösse ai aus n Grössen bi , b^ • • • b^^ 
numerisch ableitbar ist, und dabei die zu b^ gehörige Ablcl- 
tungszahl ungleich null ist, fo ist das aus den n Grössen b^, 
ba • • • • bn ableitbare Gebiet identisch mit dem ans den n Grössen 
019 ^2, bu ableitbaren. 

Beweis. Es fei aj = jS^bj + /Sjjbj -}- . • . /J„b„, vro ß^ 
ungleich null ist, fo ist 

h _ JLo _ ft h —^^h 

PI PI Fl 

Ist nun c nuiqericich ableitbar aus b|, ba, • • • b^, etwa 

c = yibi + n^i -i f- yA» 

fo erhält man c als aus a^, ba, • • • b^ abgeleitet, indem vian 
hier statt bi den gefundenen Werth fetzt, nämlich 

1* 
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Umgekehrt ist c numerisch ableitbar aus ai , b, , • • • b„, 
etwa 

c = aiai 4- «2^2 + • • • + «nbnj 
To erhftit man c als aus b^, bj, • • • bn abgeleitet, indem man 
statt ai seinen Werth /9ibi + fthj +• • • ßjbj^ fetzt, nämlich 

c=ai/8ibi +(02+ aift)b2 -\ +X«n + ^MK 

Alfo, jede Grösse, die einem der beiden Gebiete angehört, 
gehört auch dem andern an, d. h. beide Gebiete find identisch. 

20. Wenn m Grössen ai, ••• a^, die in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, aus n Grössen b| , • • • b^, nume- 
risch ableitbar find, fo kann man stets zu den m Grössen 
»!> • • • «m noch (n-m) Grössen am+i , • • • an von der Art hin- 
zufügen , dass fleh die Grössen bi , • • • bn auch aus ai • • - a^ 
numerisch ableiten lassen, und alfo das Gebiet der Grössen 
üi • • • • an. identisch ist dem Gebiete der Grössen bj • • • • b^; 
auch kann mau jene (n-m) Grössen aus den Grössen bi • • • b^ 
felbst entnehmen. 

Beweis. Nach der Annahme ist ai aus b^ •••bn ab- 
leitbar. Von den Zahlen, durch welche diefe Ableitung er- 
folgt, muss mindestens Eine von null verschieden fein, weil 
fönst a^ felbst null wäre, alfo der Verein der m Grössen 
(nach 2) einer Zahlbeziehung unterläge. 

Es fei die zu b| gehörige Zahl von null verschieden, und 
dies wird man immer annehmen können, da manja die Indices 
beliebig wählen kann. Dann ist nach 19 das aus b|, b2,* • bn ab- 
leitbare Gebiet idenrtisch dem aus ai, b2, • • • bn ableitbaren. Man 
habe nun für irgend ein r, welches <: m ist, gefunden, dass 
das Gebiet der Grössen b], bj,- ••bn identisch fei dem Gebiete 
der Grössen ai, a2, • • • a,, br-i j, • • • • b^, fo wird nun, da nach 
der Hypothefis arn aus b^, ba, • • • bn ableitbar ist, es auch 
(vermöge der Gebiets-Identität) aus a^, a2, • • • a,, br+i • - • b^ 
ableitbar fein. In dem Ausdrucke diefer Ableitung ar-f i = 

öl»! + • • • Orör + /^r+ibrf 1 H ßjbj^ muss nothwcndig einer 

der KoerfBcienten, die zu br-)-i, ••• bn gehören, von null ver- 
schieden fein, weil fönst zwischen den Grössen ai* • • «ar^i eine 
Zahlbeziehung stattfände, gegen die Hypothefis; es fei dies etwa 
j5r4 1 r fo ist, nach 19, das aus a^, • • • ap, br^i bn ableit- 
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bare Gebiet identisch dem aus ai, • • * • 8,4.1 , br.}-2 * * * * b^ 
leitbaren; alfo auch, dies letztere Gebiet identisch dem Gebiete 
der Grössen b^ • • • • b^, Diefen Schluss kann man airo von 
r = l an verfolgen, bis r = ro wird; d. h. es wird dann das 
Gebiet ai • • • • a«bm_j.i • • • • bn identisch dem Gebiete bj • • • b^; 
und bezeichnet man dann die fo übrig gebliebenen Grössen 
bm+i, •• • bn beziehlich mit a» ii, • • • fln» fo w^rd das Gebiet 
der Grössen a^ • • • a^ identisch dem Gebiete der Grössen 
bi • • • b„. 

91. Wenn n Grössen (a^, • • • aj, welche in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen, ans n andern Grössen (bi, • -1)^ 
numerisch ableitbar find, fo ist das Gebiet der ersten Grössen- 
reihe identisch dem der letzteren. 

Beweis. Man hat nur in dem vorhergehenden Satze 
ni = n zu fetzen, fo erfolgt der isu erweifende Satz. 

22. Wenn n Grössen (ai, • • • a J aus weniger als n Grössen 
(b|, • • • bm) numerisch ableitbar find, fo stehen jene n Grössen 
stets in einer Zahlbeziehung zu einander. 

Beweis. Es feien ai,"-an aus bj • • • bm ableitbar, wo 
m <r n ist. Nun können «1 * * * a^ entweder in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen oder nicht. Im ersteren Falle 
stehen auch ai , • • • a^, da unter ihnen die Grössen ai , • • • a^ 
vorkommen, in einer Zahlbeziehung zu einander. Im zweiten 
Falle ist das Gebiet der Grössen ai • • • a^ (nach 21) iden- 
tisch dem Gebiete der Grössen bfb^, alfo ist jede aus 
b,,' • «bnj numerisch ableitbare Grösse auch aus ai,« • »am nume- 
risch ableitbar, alfo find namentlich die Grössen am+^'-'a^, 

welche nach der Hypothefis aus b], b^Q ableitbar find, auch 

aus ^w '^f^ ableitbar, d. h. auch im zweiten Falle besteht 
zwischen ai«*«*au eine Zahlbeziehung. 

23. Wenn ein Gebiet n-ter Stufe aus n Grössen erster 
Stufe ableitbar ist, fo stehen diefe in keiner Zahlbeziehung 
zu einander, und umgekehrt: Wenn n Grössen erster Stufe 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo ist das aus 
ihnen ableitbare Gebiet ein Gebiet n-ter Stufe. 

Beweis. Es fei A das aus den n Grössen erster Stufe 
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ai • • • • a^ ableitbare Gebiet. Wenn nun zuerst A ein Gebiet 

n-ter Stufe ist, fo können a^ a^ in keiner Zahlbeziehung 

zu einander stehen; denn dann würde fleh eine dieser Grössen 
aus den übrigen n — 1 numerisch ableiten lassen, alfo auch das 
Gebiet aus dicfen n — 1 Grössen ableitbar Fein , was dem Be^ 
griffe des Gebietes n-ter Stufe [nach 14] widerstreitet. Zwei- 
tens umgekehrt, wenn ai, • • • a^ in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehen, fo können Tic [nach 22] nicht aus weniger 
als n Grössen numerisch abgeleitet werden, alfo auch das aus 
a|,-*-aii ableitbare Gebiet nicht, alfo ist dies Gebiet [nach 14] 
von n-ter Stufe. 

SU. Jedes Gebiet n-ter Stufe kann aus n Grössen erster 
Stufe, die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, ab- 
geleitet werden, und zwar aus beliebigen n folcher Grössen 
des Gebietes. 

Beweis. Denn es feien a^, • • • • a^ die Grössen, aus 
denen ursprünglich das betrachtete Gebiet hervorgegangen ist, 
und feien bi, •••b^ n Grössen diefes Gebietes, die in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen. Da b^, • • • b^ dem aus 
^19***011 abgeleiteten Gebiete angehören, fo werden fich 
[nach 14] die Grössen bi • • • b^ aus a^ • • • a^ numerisch ableiten 
lassen, und da zugleich jene Grössen bi* • «ba in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen [Vorausfetzung], fo wird [nach 21] 
das aus bi • • • b^ ableitbare Gebiet identisch dem aus ai • • • a^ 
ableitbaren. 

An merk. Durch diefcn Satz ist jeder speciiische Unterschied 
zwischen den urBprünglichen Einheiten und den daraus numerisch 
abgeleiteten Grössen aufgehoben, indem man jedes Gebiet, statt aus 
den ursprünglich zu Grunde gelegten n Einheiten, auch aus beliebigen 
n Grössen diefes Gebietes, die in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen , ableiten , und dicfe Grössen alfo statt jener icrstercn als Ein-^ 
heiten fetzen kann. Es hätte fich diefer wichtige Satz auch direkt 
aus der Theorie der Elimination ableiten lassen. In der That ist unfer 
Satz nur eine Transformation des Satzes: Wenn n Grössen 3^1« •••yn 
ganze homogene Funktionen ersten Grades von n anderen Z|*>-*Zn 
find, und die ersteren in keinem anderen Falle alle zugeich nnll 
werden können, als wenn auch die letzteren alle null werden, fo 
lassen fich auch die letzteren (X|«'"Xn) als ganze homogene Funk- 
tionen ersten Grades von den ersteren (yi-'-yn) darstellen. 
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Doch ist der hier gelieferte Beweis nicht nur elementarer, fondem 
hat anch den Vorzug, dasB dabei die wefcntlichsten einfachen Bezie- 
hungen zwischen den cxtenfiven Grössen klarer hervortreten. 

28. . Die Stufenzahlen zweier Gebiete find zufornmen* 
genommen ebenfo gross als die Stufenzahlen ihres gemein- 
schaftlichen und ihres verbindenden Gebietes zufammenge- 
nommen, (K h. wenn m und n die Stufenzahlender gegebenen 
Gebiete find, r die ihres gemeinschaftlichen, v die ihres ver- 
bindenden Gebietes, fo ist 

m -|- n = r + V. 

Beweis. Es feien A und B die beiden gegebenen Ge«- 
biete m-ter und n-ter Stufe, und fei A aus den Grössen 
ai"'*V> B aus den Grössen b^'-'-bn ableitbar. Dann kann 
[nach 23] weder zwischen ai«-'a,n, noch zwischen bi- -^bn 
eine Zahlbeziehung herrschen. Ferner möge fich ein Verein 
von r, aber auch nicht von mehr, Grössen finden lassen, wcicke 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und welche bei- 
den Gebieten zugleich angehören. Diefe Annahme wird immer 
zulässig fein, da r auch null fein darf. Es feien Ci**-Cr 
diefe Grossen. Dann wird man [nach 20] in die Reihe der 
Grössen af-'-a^ statt r derfelben, etwa statt ai»«''ar die 
Grössen Ci*«-Cr in der Art einführen können, dass das aus 
diefer neuen Grössenrcihe ableitbare Gebiet identisch fei dem 
Gebiete A. Ebenfo wird man in die Reihe der Grössen 
bi«'*bn statt r derfelben, etwa statt bi-»*br die Grössen 
Ci*-*Cr in der Art einführen können, dass das aus diefer 
neuen Grössenrcihe ableitbare Gebiet dem Gebiete B identisch 
fei. Dann ist also A aus den m Grössen Ci • • • -c,, ar+i • • • -a 

ableitbar, und B aus den n Grössen Ci-«-«Cp, br+i bn. 

Keine diefer Grössenreihen unterliegt [nach 2ä] einer Zahlbe- 
ziehung. Dann ist klar, dass alle aus Ci*-*Cr ableitbaren 
Grössen den Gebieten A und B gemeinschaftlich flnd; aber 
auch keine andern, da es fönst, wider die Annahme, mehr 
als r in keiner Zahlbeziebung zu einander stehende Grössen 
geben würde, die beiden Gebieten A und B gemeinschaftlich 
wären. Das den Gebieten A und B gemeinschaftUche Gebiet 
ist alfo das aus Ci**Cr abgeleitete Gebiet, alfo [nach 23] ein 
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Gebiet r-ter Stofe. Nun bilden ferner alle Grössen Ci • • • Cr , 

8rft'''8mj l^r-f 1 b^ clnc Reihe von Grössen, die in keiner 

Zahlbeziehung zu einander stehen. Denn gefetzt, es herrschte 
zwischen ihnen eine Zahlbeziehung, fo inüsste diefe von der 
Form 

a + b + c = 

fein, wo a aus ar+i-'^-a^, b aus br+i b„, c aus Ci«*-Cr 

abgeleitet ist. Hier können weder a noch b null fein. Denn 
wäre a null, fo wäre b -(- c = 0, und es bestände alfo eine 
Zahlbeziehung zwischen den Grössen br^ i * - • 'b^, C| • • • «c,, 
wajs, wie bewiefen, unmöglich ist; und wäre b null, fo be- 
stände eine Zahlbeziehung zwischen ar+i**'am, C|***Cr, was 
gleichfalls .als unmöglich nachgewiefen ist. Stellen wir die 
obige Gleichung in der Form dar 

a= — b — c, 
fp ist die linke Seite aus ar.fi*-*'ain numerisch abgeleitet, 
gehört alfo dem Gebiete A an, die rechte Seite ist aus 
bp^-i'-'b^, Ci--«Cr numerisch abgeleitet, gehört alfo dem Ge- 
biete B an, folglich gehört a dann beiden Gebieten zugleich 
an. Da aber a aus ar+i-'-am numerisch abgeleitet ist, und 
zwischen ar+i***am9 Ci*-*c, keine Zahlbeziehung herrscht 
(wie oben gezeigt wurde), fo ist a nicht aus Ci c, ab- 
leitbar. Alfo würden dann die Gebiete A und B mehr als 
r iii keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen ge- 
meinschaftlich haben, was gegen die Yorausfetzung ist. Somit 
folgt, dass der ganze Verein der Grössen Ci • • -Cr, ar+i • • • am, 

brH-i b^ keiner Zahlbeziehung unterliegt. Das aus diefcn 

Grössen ableitbare Gebiet besteht aber aus den fämmtlichen 
Grössen, welche fleh aus den Grössen der Gebiete A und B 
ableiten lassen, d. h. ist ihr verbindendes Gebiet. Die Stufen- 
zahl desselben fei v, fo ist [nach 22] y gleich der Anzahl der 
Grössen Ci'*'Cr, ar+i-'^an^, br+i'''b„, d. h, 

v = m4-n — r, oder 

m + n = r + V. 
20. Zwei Gebiete (A und B), welche beziehlich von 
a-ter und /?-ter Stufe find und in einem Gebiete n-ter Stufe 
liegen, haben, wenn a -j- /? ^ n ist, mindestens ein Gebiet 
von (« + /? — n)-ter Stufe gemein. 



«») 15 

Beweis. Das A und B verbindende Gebiet fei von v-ler 
Stufe, das ihnen gemeinschafUtche von r-ter Stufe, fo ist 
[nach 25] 

a-fjS = r-f-v, odeTT=:a + ß — v, 
d. h. Da A und B in einem Gebiete n-ter Stufe liegen, fo 
liegt auch ihr verbindendes Gebiet in diefem Gebiete n^er 
Stufe, alfo Ist v entweder ebenfo gross oder kleiner als n, 
alfo r = a + /} — v entweder ebenfo gross als a + ]9 - n 
oder grösser. 

An merk. Die bisher entwickelten Sätze finden ficli schon, wenn 
gleich meist in anderen • Formen^ in meiner ersten Bearbeitung der 
Ausdchnungslekrc yom Jahre 1844, und zwar Satz 18 und 23 Hnd 
genau in der entsprechenden Form in §. 20 jenes Werkes, Satz 24 in 
§. 126 enthalten, und auch die Idee des Beweifcs für diefe Sätze ist 
hier und dort diefclbe. 

§. 3. Die Zahl als Qaotient extensiver Grössen 
und Ersetzimg der Oleichnngen zwischen extensiven Grössen 

durch Zahlgleichungen. 

27. Erklärung. Ich nenne zwei Vereine von Giei- 
chungen einander er fetzend, wenn Tich jeder von beiden 
Vereinen aus dem andern ableiten lässt. 

An merk. Hierbei ist auch der Fall eingeschlossen, in welchem 
einer der beiden Vereine oder jeder von beiden nur aus einer Glei- 
chung besteht. 

28. Eine Grösse x, welche aus n in keiner Zalilbeziehung 
zu einander stehenden Grössen Oi • • • an abgeleitet ist, ist dann 
und nur dann null, wenn ihre n Ableitungszahlen null find, 
d. h. die Gleichung 

(a) Xi«! *+ Xgaa H f-Xn^n = 

wird erfetzt durch die n Gleichungen: 

(b) = X, = Xj = = x„. 

Beweis. Denn wäre irgend einer der Afaleitungszahlen 
von null verschieden, fo würde vermöge der Gleichung (a) 
nach 16 zwischen ai-'-^a^ eine Zahlbeziehung herrschen, 
gegen die Annahme. ^Gilt alTo die Gleichung (a), fo gilt auch 
der Gleicbungsverein (b). Umgekehrt, gilt der letzte Verein, 
fo folgt daraus die Gleichung (a). Alfo wird diefe Gleichung 
durch jenen Verein erfclzl. 
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20. Zwei Grössen eines Gebietes n-ter Stufe find dann 
und nur dann einander gleich, wenn ihre n zu denfelben Ein- 
heiten gehörigen Ableitungszahien einander gleich find, d. h. 
die Gleichung 

(a) a^ei + Oae« H «nöu = /^i^i .+ AeaH /^n^n 

wird erfetzt durch die n Gleichungen 

Beweis. Denn die Gleichung (a) wird erfetzt durch die 
Gleichungen 

(«1 ~ßi)e, + (02 -ß2)e, + • • • + (a„ - /9Je„ = 0, 
und diefe (nach 26) durch die n Gleichungen 

= «i — i^l = «2 — /Ja = = «n — i^n> 

d. h. durch die n Gleichungen 

30. Erklärung. Wenn eine extenfive Grösse a aus 
einer andern b, die nicht null ist, fich numerisch ableiten 

lässt, fo verstehe ich unter — die Zahl, durch welche b aus 

a 

a abgeleitet werden kann, d. h. 

— =:a, wenn a ^ 0. 
a 

31. Wenn 2 Grössen (a und b) aus derfelben Grösse 
(c) numerisch abgeleitet find, und die zweite nicht null ist, 
fo kann man, statt die erste durch die zweite zu dividiren, 
die Ableitungszahlen entsprechend dividiren, d. h. 

-n- — -ffTy wenn ^c ^ 0. 

ßQ ß 

Beweis. Wenn /?c ^ ist, fo ist (nach 12, 6) auch ßZ^ 

und c^O. Dann ist aci=z-^{ßc) nach 13, alfo 

P 

32. Eine Gleichung, deren Glieder alle aus derfelben 
Grösse (a) numerisch ableitbar find, wird durch eine Gleichung 
erfetzt, die man erhält, indem man alle Glieder der ersteren 
durch eine beliebige aus jener Grösse (a) numerisch ableit- 



bare, aber ?on null veraefaiedeiie 6rdsse cBvidirl, d. h. die 
Gleiebung 

(a) «a + /3a + ' • • .== aja + fta +.• • • 
wird erfetzi durch die Gleichung 

(b) U i— 4- . . = -^ + '^~ + . ., wenn oa > 0. 

Q2L Q9i pa ?a ^ 

Beweis. Wenn ^a^O, fe muss [nach 12, 6] fowohl 

^^0 als a<^0 fein. S^mit kann man a auch, da es von null 

verschieden ist, als Einheit betrachten. Dann wird, nach 29, 

die Gleichung (a) erfetzt durch 

oder, wenn man durch ^^0 dividirt, durch die Gleichung 

_ -{-_ -j = + — i , 

d. h. (nach 31) durch die Gleichung 

(a ^a ^la ^la 

33. ErklSrung. Wenn die Grössen ai— • -a^ in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen, und die Grösse 

a == CCiOi + «282 + ; • • • + «nan 

ist, (0 nennen wir, wenn m Ueiner als n ist, die Grösse 

Oiai + «282 + • • • ct^9^ 
„die Zurückleitung der Grösse a auf das Gebiet aiaa* • • 'a^, 
unter Ausschliessung des Gebietes Bm-l-iam-la • • * ' ^n-** Wir 
Tagen, die Zurückleitungen mehrerer Grössen feien in dem- 
felben Sinne genommen, wenn die Grössen auf dasselbe Ge- 
biet und unter Ausschiiessunuf desselben Gebietes zurück- 
geleitet sind. 

Anmerk. Wenn ins Befondere a = aiai + 0203 +• • • ananist, 
fo ist z. B. (X|a| die ZarückleituDg von a auf das Gebiet a^, unter 
Aassehliessung des Gebietes &a * • -an) ferner: wenn a = O^&i -}- ^^ ^^t, 
fo i8t^€(|a| die ZurUckleitung auf das Gebiet tL^^ unter Ausscbliessuog 
dea Gebietes a^. 

34. Jede Gleichung, deren Glieder Produkte je einer 

exten(wen Grösse mit einer Zahl (lud, wird, wenn die escten- 

Oven Grössen einem Gebiel n-ter Stufe angehören, erreizt 

durch n Zahlengleichungen, die man erhält, indem man in 

der gegebenen Gleichung slall aller extenfiven Grössen ihre 

2 
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zu derfelben Einheit gehörigen AMeilnngsasaUaa fetzt; und 
zwar gilt dies, welche n in keiner Zahlbeziehnng stehende 
Grössen des Gebietes man auch als System von Einheiten an« 
nehmen mag, d. h. die Gleichung 

(a) aa' + /Jb + • • • =2 «k -f ^1 -j 

in welcher 

a = «lei H a^e^, k = XiCi H «„e^ 

h = ftei+*--i?nen5 1=MH '^e^ 

ist, wird crfetzt durch die n Gleichungen 

f ^^1 + ßßl +•••== 3CXi + A^i + • • • 

r^A(^<h + ßß2-i = x*2 + ^ -f ' • • 



• • 



vorausgeretzt, dass ei***On in keiner Zahlbeziehnng zu ein- 
ander stehen. 

Beweis. Setzt man in die Gleichung (a) die Ausdrücke 
Tür a, b, • • • • k, 1, • • ein , fo erhält man 

(«Ol +ßßi-i )ei + (CMX2 4- i^ft H )Ca H (««a + 

ßßn-i )en = (^^1+^+ • • Oei-I i^n+^-i K. 

Dicfe Gleichung wird (nach 29) crretzt durch die n Glei- 
chungen 

CUtl + ßßl -j- . • . = XKi + AAi -j- • • • 

aOi + ßß2 + • ' • = *^2 + ^ + • • • 

attn -f ßß^ -{ = ««n + ^11 + • • • 

3S. Jede Gleichung, deren Glieder Produkte je einer 
cxtcnnven Grösse mit einer Zahl find, bleibt bestehen, wenn 
man statt aller extenriven Grössen ihre in demrdben Sinne 

m 

genommenen Zurückleitungen fetzt. 

Beweis. Man nehme an, die gegebene Gleichung fei 
die Gleichung (a) des vorhergehenden Satzes, in welcher a, 
b, • • • • k, 1 • • diefelbe Bedeutung haben wie vorher, fo ist 
zu zeigen, dass diefe Gleichung auch fortbesteht, wenn man 
statt der Grössen a, b, • • • k, 1 ihr<e Zuraekleitungen auf das 
Gebiet Ci • • • • e„ , unter Ausschliessung des Gebietes 0^+1 * * * * en, 
fetzt, d. h. dass auch 

(c) aa' + /?b' + -..=*k' + ;U' + .- 
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fei, wo a' = aiei+'-- a„e„, k = «^el^ x^e 



rnymi 



isl. In der That wird die Gleichung (a) erfetzt durch die 
n Gleichungen (b) der vorigen Nummer. Multiplicirt man nun 
die ersten m dieser n Gleichungen beziehlich mit ei , 62 , * • • e„. 
und addirt die fo erhaltenen Gleichungen, fo erhält man die 
zu erweifende Gleichung (c). 

An merk. Ea liegt hierin zugleich der speciellere Satz, dass 
gleiche Grössen , in gleichem Sinne zurückgeleitct , aach gleiche Zurück- 
leitangen geben, oder anders aasgedrückt, dass die Zurückleitnng 
einer gegebenen Grösse bestimmt ist, wenn das Gebiet, aaf welches, 
und das Gebiet, unter dessen Ausschliessung zurückgeleitet werden 
foll, gegeben ist. 

36. Wenn die Zahlen xyXj^y durch welche eine extea- 
five Grösse x aus einem System von n Einheiten Ci, e^ , • • • e^ 
abgeleitet whrd, einer Gleichung m-ten Grades genQgen, fo 
genügen auch die Zahlen yi • • • y^j^ durch welche diefelbe 
Grösse aus einem System von n andern dasselbe Gebiet lie- 
fernden Einheiten ai, a^ • • • a^ abgeleitet wird , einer Gleichung 
iii4en Grades, und zwar ist die letzte homogen, wenn die 
erste es ist. 

Beweis. Es ist nach der Annahme 

X =XiCi + XaCj -\ x^e^, 

und zwischen diefen Ableitungszahlen bestehe die Gleichung 

in welcher f das Zeichen einer Funktion m-ten Grades ist. 
Nun müssen die neuen Einheiten ai****an, da flo dem Ge- 
biete 0] Cn angehören, aus diefen Einheiten ei, • • • e^ ab- 
leitbar fein. Es fei 

ai = ^ ai^re, = «1,1 Oi + 01^302 + • • • «i^nej 






^n=2^^,r^t= «11,1 Gl + «n^a ^2 + ' " ^^.n^n' 

Ferner, da yi*-** y^ die Ableitungszahlen in Bezug auf 
diefe neuen Einheiten fein feilen, fo hat man auch 

x = TA + Ya«« + ' • ' Itfluy also 
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XA + «961 -\ x„e„ 

= Yi«! + 72«» 4^- • • y.an» 

= yi ^«i,re, + Y2 X«a,re, + • • • Yn^a^^r^,, 

Alfo nach 29 

xi = X vyr = «i,iyi + «».ly» + • • • «».ly». 

Xj, = ^a,^, y,= Oi^2 yi + et, ^2 y» -I a„^j y„ , 

d. h. Xiy • • • - Xq find ganze homogene Funktionen ersten Gra- 
des von Yi y^, folglich, fetzt man in 

f(xi, xj=0 

statt Xx, ••*x,j diefe Werthe, fo erhält man eine Funktion 
m-ten Grades von Yi-'^Yb und zwar eine homogene, wenn 
die erstere eine folche war, 

^a|). 2. ^ie pr0)iitktl»Ubung im <^Ugemetncn. 
§. 1. Produkt zweier Grössen. 

37. Erklärung. Unter dem Produkte [abj einer exten- 
fiven Grösse a in eine andere b, verstehe ich diejenige exten- 
flve Grösse (oder auch Zahlgrösse), die man erhält, indem 
man zuerst jede der Einheiten, aus denen die erste Grösse a 
numerisch abgeleitet ist, mit jeder der Einbetten, au» denen 
die zweite b numerisch abgeleitet ist, zu einem Produkte 
verknüpft, de£»en erster Faktor die Einheit der ersten Grösse 
und dessen zweiter Faktor die Einheit der zweiten Grösse ist, 
dann dies Produkt mit dem Produkte derjenigen Ableitungs-> 
zahlen muitiplicirt, mit welchen jene Einheiten verknlEtpft waren, 
und die rämmtlichen fo gewonnenen Produkte addirt, d. h. es ist 

wo Cr, e^ die Einheiten, aus denen die Grössen numerijMsh 
abgeleitet find, a^, a^ die zugehörigen Ableitungszahlen be- 
zeichnen, und die Summe Reh auf die verschiedenen Werthe 
der Indices r und s bezieht. 

An merk. Da das Produkt extenfiTer Grössen nach der Erklä- 
rung wieder entweder eine extenflye Grösse oder eine Sahlgrösse ist, 
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fo mii88 dasselbe [nach 5] aus. einem System von Einheiten numerisch 
ableitbar fein. Welches dies System von Einheiten fei, nnd wie ans 
ihnen die Produkte ere«, aus denen jenes Produkt zusammengefetzt 
ist, numerisch abzuleiten feien, darüber fagt die Definition nichts 
ans. Soll alfo der Begriff eines befonderen Produktes genau festge- 
stellt werden ^ fo müssen noch über jenes System von Einheiten und 
über diefe Ableitungen die nöthigen Bestimmungen getroffen werden. 
Sobald diefe Bestimmungen getroffen find, fo geht aus der allgemeinen 
Gattung der Produktbildungen, wie fie oben festgestellt wurde, eine 
befondere Art der Produktbildung hervor. Hat man s. B. das Pro- 
dukt P = [(xi e^ -j- Xa Ca) (yi Ci -|- yj e^)] , fo ist dasselbe [nach 37J gleich 
X« yi [ei Ci] + Xi ya [e^ ej] + x, y^ [e^ ej + Xj y^ [cj Ca]. Befondere Arten 
der Produktbildung würden nun hervorgehen , wenn noch die Ein- 
heiten festgefetzt würden, aus denen dies Produkt numerisch abge- 
leitet werden foll, und die Art bestimmt würde, wie die vier Produkte 
[^^]) [^1^]) [^^i]) [^2^1 <^^s jenen Einheiten numerisch aln^leiten 
find', fo z. B. könnte üestgef^tzt werden, dass diefe vier Produkte 
leibst das System der Einheiten bildeten , aus denen P numerisch ab- 
suleiten ist, dann find x^yi, x^ya, Xayi, Xaya die Ableitungszahlen von 
P^ und wir hätten eine befondere Art der Produktbildung, die ßch 
dadurch auszeichnen würde, dass zu ihrer Feststellung keine Glei- 
chungen erforderlich wären. Oder man könnte drei unter ihnen , etwa 
[^^i]i [^i^a]) [^^1 ^^^ Einheiten festfetzen, und die Bestimmung hin- 
zufügen, dass [caCt] = [e^ea] fein foUtej dann würden die Ableitungs- 
zahlen von P fein x,yi, (xjya 4- Xayi) , Xjyaj eine Art der Produkt- 
bildung, die fich dadurch auszeichnen würde, dass ihre Gefetze mit 
denen der algebraischen Multiplikation identisch fein würden. Oder 
man könnte eine unter ihnen, z. B. [CiCa], als Einheit festfetzen, aus 
welcher das Produkt P numerisch abzuleiten fein foll, und für die 
Übrigen etwa die Bestimmungen treffen, dass [etCiJ^^O, [eaej = — 
[e^ea]» [eaea]=0 fein foll. Dann würde das Produkt P nur eine 
Ablcitungszahl haben, nämlich z^ya — Xayi *, eine Produktbildung, die 
ich unten kombinatorisdie genannt habe. Ja man könnte auch ein 
System von anderen Einheiten , unter denen [e^ei], [e^Ca], [eaei], [e^ea] 
nicht vorkämen, zu Grunde legen, usd dann bestimmen, wie diefe 
vier Produkte aus ihnen abzuleiten feien, z. B. könnte man etwa die 
abfolnte Einheit zu Grunde legen, und etwa festfetzen, es folle [eie,] 
^1, [eiea] = 0, [CaeJasO, [eaea]=l fein, in diefem Falle würde P 
eine Zahl, nftmUch s=Xiyi +x^ya fein*, eine Produktbildung, die ich 
unten innere genannt habe. Gegenwärtig werde ich nur diejenigen 
Gefetze behandeln, welche aus der allgemeinen Erklärung des Pro- 
duktes in 37 hervorgehen, und weiche alfo für alle Arten der Pro- 
dukte gelten. Ich habe das Produkt durch eine Klammer umschlossen, 
um es von dem gewöhnliehen Produkte der Algebsa zu untencheiden. 
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38. Statt zu einer Grösse a einen Faktor b hkixiizu- 
fügen, kann man ihn in dem Abloitungsausdruck der ersteren 
jeder Einheit auf entsprechende Weife hinzufügen, d. h. 

{^ä^r b] = X«r [erb]. 
Beweis. Es fei h^^ß^e^ fo ist 

[X^ e"r b] = [Z^^XÄe]] =Z^IeA] [3^1 

= Zßii^sLeie«] + ^(hßsleje^ + . • • • [9] 

= «xteiZi^.eJ + (h[e2^ßses\ + -- [37] 

= «i[eib] + «^[eab] -J = ^Orlerb]. 

39. Ein Produkt zweier Faktoren, dessen einer Faktor 
eine Summe ist, ist gleich einer Summe von Produkten, die 
man erhält, indem man in dem ursprünglichen Produkte, statt 
des zerstückten Faktor's, nach und nach jedes Stück fetzt, d. h. 

[(a + b+...)p] = [ap] + [bp] + 

[p(a + b H )] = [pa] + [pb] + 

Insbefondere ist 

[(a + b)c] = [ac] + [bc] 

[c(a + b)] = [ca]+Jcb]. 

Beweis. Es fei a==Za3pe„ b = Z/9yer +••••• , fo ist 
[(a + bH )p] 

= [i Z^+Zß^r+ ' ' • )P] = LZTCo^+^r+^-Oer Pl W 

=X(a,+/?r+-0[e,p] [38] 

= Zar[e,p]+Z/?rKp]+-'-- . [9] 

= [Z«rer P] + [Z/?rer pl + ' ^ ' [38] 

= [ap] + [bp]H . 

Somit ist die erste Formel bewiefen. Den Beweis der zweiten 
Formel erhält man aus dem der ersten, wenn man den Faktor 
p überall als ersten Faktor einfetzt. 

40. Statt den einen Faktor eines Produktes (zweier 
Paktoren) mit einer Zahl zu multipliciren , kann man das ganze 
Produkt mit diefer Zahl multipliciren, d. h. 

[(aa)b] = a[ab] 
[b(aa)] = a[ba]. 

Beweis. E& fei a=:Z<^e,, fo ist 



Kam = [( aX^)b ] = rZ^i^r b] ' [10] 

= ZoOrJeM [38] 

= aZ^rb] [131 

= a[Z«,e,b] [38] 

= a[ab]. 
Der Beweis der zweiten Formel ergiebt fich, wenn man 
b überall als den ersien der beiden Faktoren fetzt. 

41. Statt zu einer 6r(tese, die aus beliebigen Grössen 
a, b, ••• numerisch abgeleitet ist, efnen Faktor p hinzuzu- 
fügen, kann man ihn in dem Ausdruck diafer Ableitung zu 
jeder der Grössen a , b , - • • auf entsprechende Weife hinzu- 
fügen , d. h« 

[(aa + /?b + • - • )p] = «[apj + ß[^V\ + • • • und 
[p(aa + /?b +...)] =«[pa] + /»[pb] +•••. 
Beweis. [(aa+^b+ • • •)p]=[(aa)p] + [(i^b)Pl+ ' • • [39] 

=a[ap]+i5[bp] + --. [40]. 

42. Das Produkt zweier Faktoren, welche aus beliebigen 
Grössen numerisch abgeleitet find, erhält man, indem man 
zuerst statt jedes Faktors eine der Grössen fetzt, aus denen 
er abgeleitet ist, das To gewonnene Produkt mit dem Produkte 
der zu den . fubstituirted Grössen gehörigen Ableitungszahlen 
multiplicirt, und die ßimmtlichen Produkte, welche fich auf 
diefe Weife bilden lassen, addirt, d. h. 

wo a,, bg beliebige Grössen, a„ /?g beliebige Zahlen find. 

Beweis. [Zä^rZßÄ'\=^a,[fi,ZßX'\ [4n 

=Z ar(ßs[^M ) [41] 

=Z«.i^B[arbs] [13]. 

§. S. Produkt mehrerer Grössen. 

43. ErkUruJig. Wenn aus einem Produkte ein anileres 
dadurch abgeleitet worden kann*, dass man statt jedes Faktors, 
der in dem ersten Produkte vorkommt, einen andern (ihm 
gleichen oder von ihm verschiedenen) Faktor fettt, fo nenne 
ich die beiden Produkte einander entsprechend, undiienne 



jeden Faktor des ersten Produktes entsprechend dem f&r ihn 
fubstituirten des andern Produktes. Zweien Grössen oder 
zweien entsprechenden Produkten bcziehungsweife zwei Fak- 
toren in entsprechender Weife hinzurügen, heisst fle fo hin- 
zufügen , dass die entstehenden Produkte wieder einander 
entsprechend werden, und zwar fo, dass der in dem einen 
und der in dem andern Produkte hinzugefügte Faktor ent- 
sprechende Faktoren werden, und die bisher einander ent- 
sprechenden Faktoren auch entsprechend bleiben. Ein Produkt, 
in welchem die Faktoren a , b , • • • irgend wie enthalten find, 
werde ich, wo es angemessen scheint;^ mit P«, b, ... bezeichnen; 
dann drückt innerhalb derfelben Entwickelung Pb, j, ... das ent- 
sprechende Produkt aus , in welchem die Faktoren h , i , • • • 
der Reihe nach den Faktoren a, b, ••• entsprechen. 

An merk. Dicfe Bestimmungen find unentbehrlich, wenn man 
allen Zweideutigkeiten entgehen will. Denn da die Faktoren eines 
Produktes extenfiver Grössen weder unter allen Umständen vertauscht, 
noch zu befonderen Produkten vereinigt werden dürfen, fo ist die 
Art, wie ein Faktor in das Produkt eingeht, bestimmt zu fixiren. Als 
Beispiel zweier entsprechender Produkte feien die Produkte a(bc) und 
d(ef) gewählt, wo die Faktoren fleh der Reihe. nach entsprechen. 
Sollen zu ihnen noch beziehlich die Faktoren g und h in entsprechender 
Weife hinzugefügt werden, fo kann dies auf verschiedene Arten ge- 
schehen, z. B. fo, dass die Produkte a(bc)g und d(ef)h hervorgehen, 
oder a(bgc) und d(ehf) u. f. w. Was die Bedeutung ausgelassener 
Klammem betrifft, fo verweife ich auf No. 7 Anmerkung. 

44. Wenn ein gegebenes Produkt einen Faktor p ent- 
hält , der aus beliebigen Grössen a , b , c , • • • durch die Zah* 
len q, r, s abgeleitet ist, und man fetzt in jenem Produkte 
statt des Faktors p nach und nach die Grössen a , b , c , • - • , 
multiplicirt die fo erhaltenen Produkte beziehlich mit q, r, s, • • • 
und addirt diefe Ausdrücke, fo ist ihre Summe gleich dem 
gegebenen Produkte, d. h. 

Pqatrbt.. = qPa + fPb +• • *. 

Beweis. Wie das Produkt auch bejächaffen Tei, immer 
kann man es to entstanden denken, dass zu dom Faktor p 
die übrigen Faktoren fortschreitend in bestimmter Weife hin- 
zugetreten ibien, nämlich fo; dass zu p zuerst ein anderer 
Fakter {fei es als erster oder ak zweiter Faktor des Produkts) 



hinzugetreten fei, zu dierem Produkte wieder ein anderer und 
Ibfort. Statt nun aher einen Faktor zu einer numerisch ab- 
geleiteten Grösse hinzuzufügen, kann man ihn, nach 41, in 
dem Ausdruck jener Ableitung zu jeder der Grössen, aus 
denen jen» erslere abgeleitet war, auf entsprechende Weife 
hinzufügen. Folglich statt zu p == qa -f- rb -f * * * die übrigen 
Faktoren in der genannten Weife fortschreitend hinzuzufügen, 
kann man fie in dem Ableitungsausdruck in entsprechender 
Weife zu jeder der Grössen a, b, •• hinzufügen, d. h. 

Pp = qPa -j- rPb 4- • •, wenn p = qa + rb + • •. 
49. Der Satz 42 gilt auch für mehr als zwei Faktoren, d. h. 

[Xqrflr ^rji\ • • • ] = Z^qrr,---[a,b3-- ]. 
Beweis. Gilt der Satz für irgend eine Anzahl von 
Faktoren, z. B. für r ^ q^a^ ^ r^bp ^x^lul . fo dass alfo 

(a) [Xq^XiÄ- • -X^rnkm] =Z^9A-"«m[aA-"km]-^ 
ist, fo gilt er auch, wenn noch ein Faktor, z. B. ^In, hin- 
zutritt; denn es ist 

= ^q^ ' ■ Xjn^l^A ' • • kmlJ [42] . 

Alfo wenn die Formel 45 für irgend eine Anzahl von 
Faktoren gilt, fo gilt fie auch, wenn noch ein Faktor hinzu- 
tritt. Nun gilt fie aber, nach 42, für zwei Faktoren, alfo 
auch für drei, vier u. f. w., alfo für beliebig viele. 

46. Statt die Faktoren eines Produktes mit einer Reihe 
von Zahlen zu- multipiiciren, kann man das ganze Produkt 
mit dem Produkte diefer Zahlen multipiiciren, d. h. 

Pq8,rb, ... = qr* • •Pa,b,...- 

Beweis. Nach 44 ist Pqa=qPa, alfo auch 

* qa,rb,8c... ^=^ q» a,rb,80,. .. L^^J 

= qrPa,b,sc,... [44] 

u. f. w., endlich 
= qrs--Pa,b,c,... [44]. 

47. Zwei in einem Produkte vorkommende Faktoren, 
welche in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, kann man 
ohne Werthänderung des' Produktes vertauschen, d. h. 

Pqa, ra ^^ Pjra, qa« 

2* 



26 (49 

Beweis. Es ist 

Pqa,ra = qrPa,a [46] 

= rqP.,» = P,a,q. [46]. 

§. 3. Die verscliiedenen Arten der Prodnktbildung. 

48. Erklärung. Wenn die Produklbildung dadurch 
näher bestimmt wird, dass zwischen den Produkten der Ein- 
heiten Zahlbeziehungen bestehen, fo nenne ich jede Gleichung, 
welche eine rolche Zahlbeziehung ausdrückt, eine zu jener 
Art der Produktbildung gehörige Bcstimmungsgleichung. 
Einen Verein von p Bestimmungsgleichungcn, von denen keine 
aus den übrigen gefolgert werden kann, nenne ich, wenn 
zwischen den Produkten keine andere Zahlbeziehung herrscht, 
als die aus jenen Gleichungen gefolgert werden kann, ein zu 
jener Produktbildung gehöriges System von Bestimmungs- 
gleichungen. 

49. Jedes System von m Bestimmungsgleichungen zwi- 
schen den n Einheitsprodukten Ei, • • • E^ kann auf die Form 
gebracht werden, dass jede der Gleichungen ausdrückt, wie 

aus n — m jener Einheitsprodukte, z. B. aus Ei E^^^ die 

übrigen m numerisch ableitbar find. Dann bilden Ei***E,i_m 
ein System von Einheiten, aus denen alle Produkte, die zu 
diefer Produktbildung gehören, ableitbar find. 

Beweis. Nach 48 foll jede Gleichung des Systems der 
m Bestimmungsgleichungcn eine Zahlbeziehung zwischen £i, 
••••E^ ausdrücken. Jede folche Zahlbeziebung wird fich, 
nach 16, auf die Form 

OjEi -j a^Ea = 

bringen lassen, in welcher die Zahlen «i,-* a^ nicht alle zu- 
gleich null find. Es fei eine derfelben betrachtet, und fei in 
ihr etwa a^^ ungleich null, fo kann man £„ durch Ei,*«-En^i 
ausdrücken. Substituirt man diefen Ausdruck in die übrigen 
(m — 1) Gleichungen, fo werden fie von der Form 

OiEi -f . . . an_iEn_i = 0. 
In keiner der fo erhaltenen Gleichungen dürfen die Zahlen 
«1, • • • a^^i alle zugleich null werden , weil fönst diefe Be- 
stimmungsgleichung aus der ersten gefolgert werden könnte, 
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was dem Begriffe eines Systems von Beslimmungsgleichungen 
(nach 48) widersprieht. Es fei .eine der fo erhaltenen Glei- 
chungen betrachtet, und fei in ihr etwa der Koefficient von 
Ea-i ungleich null; fo wird En_i fich durch Ei« •• »En^j aus- 
drücken lassen, und wenn diefer Ausdruck in die übrigen 
(m — 2) Gleichungen eingeführt wird , fo erhalten fle die 
Form 

OiEi + • • • aa-2En-2 = 0« 
Da auf diefe Weife durch die Anwendung jeder neuen 
Gleichung immer eine neue unter den Grössen Ei**En aus 
den übrigen Gleichungen verschwindet, wir wollen annehmen, 
jedesmal die letzte unter den bis dahin vorh^andenen, fo be- 
hält man zuletzt nur noch die Grösse Ei****En.„^, durch 
welche fieh alle übrigen Ei^^^-i-f • • Eq ausdrücken lassen. 

90. Erklärung. Jede Produktbildung, deren Bestim- 
mungsgleichungen geltend bleiben, wenn man statt der darin 
vorkommenden Einheiten beliebige aus ihnen numerisch abge- 
leitete Grössen fetzt, heisst eine lineale Produktbilduag (Mul- 
tiplikation). 

81. Für Produkte aus zwei Faktoren giebt es ausser 
derjenigen Produktbildung, welche gar keine Bestimmungs- 
gleichung hat, und derjenigen, deren Produkte alle null find, 
nur zwei Gattungen linealer Produktbildung, und zwar ist 
das System der Bedingungsgleichungen für die eine 

(1) [er«s] + [eA] = 0, 
für die andere 

(2) [e,e J = [e,e J , 

wo für r und s, wenn Oi, ej, •• e^ die Einheiten find, nach 
und nach jede 2 der Zahlen l***n gefetzt werden feilen. 

Beweis. Jede Bestimmungsgleichung wird bei zwei Fak- 
toren, die aus den Einheiten Oi* • •Oq abgeleitet find, die Form 
haben 

wo die Koefficienten a^g beliebige Zahlen find, die aber nicht 
alle gleichzeitig null werden dürfen, und wo für r und s nach 
und nach je zwei der Werthe 1 • • • • n in die Summe einge- 
führt werden follen. Wir nehmen an, die Produktbildung follp 
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eine lineale Fein; d. h. nach 50, es foH jode BestiffimungS"- 
gleichung noch geltend bleiben, wenn man statt der Einheiten 
beliebige aus ihnen numerisch abgeleitete Grössen fetzt. Man 

fetze in (a) ^XmC» statt e^ und ^Xs^v^v statt Cg, wo die 
Summen fich nur auf die Ihdices u und v beziehen, und Xr,u 
und X8,y beliebig zu wählende Zahlen bedeuten. Dann er- 
halten wir 

=-Z/a^ 3 LXxr,ueuXxs,vev] 

= •^«r,s^Xr,uXs,v[euev] [45] 

alfo 0=X^ar,5Xp,uX3,vreuev] [13], 

indem fich nun die Summe auf alle vier Werthe r, s, u, v 

bezieht. Vertauscht man hier r mit s und u mit v, was man 

kann, da r, s, u, v in jedem Gliede ganz beliebige der Zah- 
len l«**n find, fo erhält man 

V = ^^ ffg^ p Xg^ V Xr^ti Löv ßu J? 

und indem man diefe Gleichung mit der obenstehenden addirt, 
erhält man 

(b) = Xxr,uX8,v(ar,s[euev] + 0^,A^v^^\ 

eine Gleichung, welche für die Anwendung bequemer ist, als 
die beiden vorhergehenden. Sie muss für alle Werthe, die 
man den Grössen x^^u, Xs,v geben mag, gelten. Man fetze 
nun in (b) irgend eine der Grössen Xr,u etwa Xa,c zuerst = 1, 
dann = — 1 , fubtrahire die fo erhaltenen zwei Gleichungen 
von einander, und dividire durch 2, fo fallen alle Glieder 
weg, welche Xa,c entweder keinmal oder zweimal enthielten, 
und es bleibt nur 

^X8,y(aa,s[ecev] + as,a[evec]) = 0, 
wobei jedoch unter den WerthpaaYen von s und v dasjenige 
auszulassen ist, für welches zugleich s = a und v = c ist. 
Setzt man nun hierin wieder irgend eine der Grössen Xg^v, 
z. B. Xb,d zuerst gleich 1 und dann gleich — 1 , fubtrahirt die 
fo erhaltenen zwei Gleichungen und dividirt durch 2, fo fallen 
wieder die Glieder weg, welche Xb,d keinmal oder zweimal 
enthalten und es bleibt 

(c) aa,b [ecCd] + ab,a [eaCc] = 

zunächst nur für je vier Indices a, b, c, d, von denen nicht 



ftt) 

gleichzeitig der erste dem zweiten ^ der dritte .dem vierten 
gleich ist. Hierdurch reducirt fich die Gleichung (b) auf 

Setzt man hierin für eine der Grössen Xr,u, etwa für Xa,c5 
nach der Reihe zwei einander niclit entgegengefetzte Wcrthe, 
z. B. 1 und 2 ein, fubtrahirt die fo erhaltenen Gleichungen 
von einander und dividirt die Restgleichung in diefem Falle^ 
durch 3, fo bleibt » 

= aa,a[ecec], 
d. h. die Gleichung (c) gilt auch für den vorher ausgeschlosse- 
nen Fäll, dass a = b, c = d ist. 

Somit folgt aus der Gleichung (a), wenn fle eine lineale 
Bestimmungsgleichung fein, d. h. noch geltend bleiben foM, 
welche aus den Einheiten abgeleitete Grössen man auch statt 
derfelben einführen mag, nothwendig die Gleichungsgruppe (c), 
aber auch umgekehrt, wenn die Gleichungsgruppe (c) gilt, fo 
folgt aus iÜr die Gleichung (b), welche ausdrückt, dass die 
Gleichung (a) lineal fei. 

Setzen wir in (c) die Indices c und d einander gleich, 
fo geht fie über in 

(e) (aa,b + ab,a) [CcCc] =0, 
und fetzen wir in ihr a = b , fo geht fie über in 

(0 öa,a([eced] + [edec]) = 0. 
In diefen gleich null gefetzten Produkten muss (nach 12, 6) 
jedesmal der eine oder der andere Faktor null fein. 

Nehmen wir zuerst an [ecCc] fei von null verschieden, 
fo muss nothwendig für je zwei Indices a und b 

aa,b + ab,a = 0, d. h. — tta^b = «b^a 

fein. Setzen wir dies in (c) ein, fo erhalten wir 

aa,b([eced] — [edec])=0. 
Sollte hier [CcCd] — [edCc] von null verschieden fein, fo 
inüsste der andere Faktor «a^b für je zwei Indices a und b 
null fein, d. h. die Gleichung (a) würde identisch null gegen 
die Annahme. Somit muss in diefem Falle, wo [CcCc] von 
null verschieden ?st, 

[CcCd] — [edec] = 0, d.h. [CcOd] = [edec] 
fein^ d. h, es tritt die Gleichungsgruppc (50, 2) ein. Ist nun 
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im zweiten Falle [eeec] = 0, oder, indem wir a slall c fetoen 
[eaea] = 0, fo können wir diefe Gleichung ate BesMmmungs- 
gleichung an die Stelle der Gleichung (a) fetzen, dann ist 
cea,a=i9 wfthrend alle übrigen Koefficienten null flnd, und 
es folgt dann, indem wir diefen Werth aa,a = l in (f) ein- 
fetzen , 

[ecCd] + [edec] = 0, 
d. h. es tritt die Gruppe (50, 1) ein. Nun wftre noch mög- 
lich, dass beide Gruppen (50, 1) und (50, 2^ zugleich geltend 
wären. Allein dann würde folgen, dass [eced]=0, alfo alle 
Produkte null wären, ein Fall, den wir oben ausgeschlossen 
hatten. Es find alfo keine andern linealen Produktbildungen 
möglich, als die im Satze genannten. Dass diefe nun in der 
That lineale find, folgt fogleich aus der Gleichung (c), ver- 
glichen mit (a). In der That, wenn 

(g) [eaCb] + [ebea] = 
die Bedingungsgleichungen find und man fetzt irgend eine der- 
fclben als die Gleichung (a), fo ist für fie Oa^b = 1» ^b,» =, + U 
und alle übrigen KoefGcienten find null. Dann geht die Glei- 
chungsgruppe (c) über in 

[CcOd] + tödec]=i=0, 
welche schon in der gegebenen Gruppe (g) enthalten waren. 
Alfo find jene beiden Gattungen der Produktbildung lineal und 
zwar die einzig möglichen ausi^er der bestimmungslofon und 
der verschwindenden. 

An merk. Soll alfo das bisher fich TOn felbst darbietende Princip, 
dass nämlich jedes durch eine Gleichung ausdräckbare Gefetz auch 
bestehen bleibt, wenn man statt der Einheiten beliebige aus ihnen 
abgeleitete Grössen fetzt, auch in der nächsten Entwickelung noch 
fortbestehen, fo ist kein anderer Fortschritt möglich, als der zu den 
beiden genannten Produktbildungen. Nehmen wir der Einfachheit 
wegen nur zwei Einheiten ei und e^ an, fo ist das System der Be- 
stimmungsgleichungen für die erste Gattung gleichzeitig 

[Gl ei] =. [ea Cj] = und [cj e^] = - [e,-ei], 
und für die zweite [e, e^] = [e^ e,]. 

In Bezug auf die Operationen ist die letztere Gattung die ein- 
fachere. Ja, da die Bestimmungsgleichungen derfelben nichts weiter 
ausdrücken als die Yertauschbarkeit der Faktoren , fo ist diefe Multi- 
plikationsgattung, was die Operationen anlangt, identisch mit der 
gewöhnlichen Multiplikation der Algebra, weshalb ich fie auch die 
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algebraische genannt habe*), fls Tersteht fich von felbst, daas 
ihr auch eine algebraische Divifion, Potenzirung u. f. w. zur Seite 
geht, und dass man für alle dicfe Verknüpfungen extenliver Grössen 
unmittelbar die algebraischen Gefetze ajs geltend annehmen darf. Hin- 
gegen ist diefe Multiplikation, was die durch He erzeugten Grössen 
betrifft, fehr viel komplicirtcr als die erstere Gattung, welche ich die 
kombinatorische genannt habe. In der That, betrachten wir bei zwei 
Einheiten C} und e^ das Produkt zweier Faktoren [(q^ ei 4~ Qi ^a) 
(r. Ci -f raCa)] = q^r^ [CieJ + qjr, [eaCj] + q^r, fci e^J + q, r Jcj oj, fo 
reducirt fich dies bei der ersten Gattung, wo [e, c, ] — [Cj Cj] = 0, 
[ej ej] = — [e, ej] ist, auf (qi rj — qj rj) [e^ Cj] , alfo auf nur eine Ein- 
heit, nämlich [e^ej]*, ja, wenn in einer Entwickelungsreihe nie mehr 
als jene beiden ursprünglichen Einheiten Ci und Cj vorkommen, fo 
wird man, ohne der Ailgemeinheit Eintrag zu thun, [eiea] = l fetzen 
können, und erhält dann als Refultat der Multiplikation eine Zahl. 
Ganz anders bei der zweiten Gattung, wo fich jenes Produkt auf 
qi ri [Ci e,] -f- qa ra [ea ea] -f (qi ra -f qa Tj) [e^ eaJ reducirt , alfo auf nicht 
weniger als drei Einheiten. Da es in der Entwickelang der Wissen- 
schaft vor allen Dingen darauf ankommt, die nach und nach hervor- 
tretenden Grössen in ihrem einfachsten Begriffe zu erfassen, fo ist 
hier der Uebergang zu der ersten Gattung der Multiplikation mit 
Nothwendigkeit geboten. Ja, da die durch algebraische Multiplikation 
cxtenfiver Grössen erzeugten Gebilde nicht mehr als einfache Grössen 
fich darstellen, fondern vielmehr den Funktionen der Algebra fich 
parallel stellen, fo werden wir diefer Multiplikation erst im zweiten 
Theile diefes Werkes wieder begegnen, welcher die Funktionen be- 
handeln wird. 

Ich verweife in Bezug auf die Entwickelung der verschiedenen 
Multiplikationsgattungen auf die vorher angefühlte Abhandlung in 
Crelle*s Journal. Dort habe ich für den obigen Satz einen zwar weit- 
läuftigeren, aber elementareren Beweis gegeben. Die allgemeine Idee 
der Multiplikation, wie fie im ersten §. diefes Kapitels entwickelt 
ist, habe ich schon in der ersten Ausgabe meiner Ausdehnungslehre 
(f. 10-12) zu Grunde gelegt. 



§. L Allgemeine Oeseize der kombinatorischen Hultiplikation. 

52. Erklärung. Wenn die Faktoren eines Produktes 
P aus einem Systeme von Einheiten abgeleitet flnd, und je 
zwei Produkte der Einheiten , welche durch Vertauschung der 
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beiden letzten Faktoren auseinander hervorgehen, zur Summe 
null geben, jedes Produkt aber, was lauter verschiedene Ein- 
heiten als Faktoren enthält, von null verschieden ist, fo nennb 
ich jenes Produkt P ein kombinatorisches, und jene Faktoren 
desrelben feine einfachen Faktoren; d. h. find b und c Ein- 
heiten, A aber eine beliebige Reihe von Einheiten, ib wird 
die angegebene Bestimmung ausgedrückt durch die Formel 
[Abc] + [Acb] = 0. 

Anm. Warum hier gerade mit diefer befonderen MuUiplikations- 
gattung der Anfang gemacht wird, ist No. 50 Ar.merk. entwickelt. 

S3. Man kann in jedem kombinatorischen Produkt die 
beiden letzten (einfachen) Faktoren vertauschen, wenn man 
nur zugleich das Vorzeichen (If ) in das entgegengefetzte ver- 
wandelt; d. h. 

[Abc] + [Acb] =0; 
auch wenn A eine beliebige Reihe von Faktoren ist und b 
und c einfache Faktoren find. 

Beweis 4. Es feien zuerst b und c Einheiten. Da nun 
A eine beliebige Reihe von Faktoren ist, und die Faktoren 
aus den Einheiten numerisch ableitbar ßnd, fo erhält man, 
indem man statt der Faktoren von A ihre Ableitungsausdröcke 
fetzt, und die Klammern löst, (nach 45) einen Ausdruck, der 
aus den Produkten der Einheiten numerisch ableitbar ist, atfo 
die Form hat 

wo Ej Produkte der Einheiten Find. Setzt man dies ein, fo' 
wird 

[Abc] + [Acb] = IZäßM] + [^örE^cb] 

= Z «,[E,bc] + Z^^ cb]" [44] 

= Z^[ß.bc] + [E,cb]) [12, 4] 

= ^aß [52] 

= 0. 
2. Es feien b und c aus den Einheiten e , Cj , • • • nume- 
risch "abgeleitet, und fei 

h = ^ß,e,, c=Zyrer, 
fo ist 
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[Abc] + [Acb] = [A ZMrZiv ^] + [AZyJAZ Mr] 

= Z ig,ys[Ae,e3] + Znßrlf^ e.e,] [46] 

= Zig,ys([ Ae,e3] + [Ae.eJ) [12] 

= Z?^JVÖ . [Beweis!] 

= 0. 
S4. In einem kombinatorischen Produkte kann man 
beliebige zwei aufeinander folgende einfache Faktoren ver- 
tauschen , wenn man zugleich das Zeiehen (4l}umkehrt3 d. h. 

[AbcD] + [AcbD] = 0, 
wenn A und D beliebige Faktorenreihen, b und c einfache 
Faktoren find. 

Beweis. Es ist 

[AbcD] + [AcbD] = [[Abc]D] + [[Acb]D] [38] 

= [([Abc] + [Acb])D] [40] 

^0 D [53] 

= 0. 
93. In einem kombinatorischen Produkte kann man be- 
liebige zwei einfache Faktoren vertauschen, wenn man zu- 
gleich das Zeichen (+) umkehrt, d. ti. 

Pa,b = — Pb,a, oder Pa,b + Pb,a = 0. 

Beweis. Angenommen, zwischen a und b stehen inPa,b 
noch n einfache Faktoren. Vertauscht man jetzt b mit dem 
nächst vorhergehenden Faktor, d. b. rückt man b um eine 
Stelle nach links, fo ändert fleh (nach 54) das Zeichen; rückt 
man allb b nach und nach über die n Faktoren hinweg, welche 
ursprünglich zwischen a und b standen, fo ändert fleh das 
Zeichen n-mal, jetzt folgt b unmittelbar auf a, 'vertauscht 
man jetzt a mit b, fo ändert fich' das Zeichen noch einmal. 
Jetzt steht b auf der Stelle, wo ursprünglich a stand; um 
nun auch a auf die Stelle zu bringen, wo ursprünglich b 
stand, hat man nun noch a um n Stellen nach rechts zu 
rücken, wobei fleh das Zeichen noch n-mal ändert. Im Ganzen 
hat es fich 2h -f 1 mal geändert; durch die 2n-malige Aen- 
derung wird das Zeichen aber wieder das ursprüngliche, und 
da nun noch die einmalige Aenderung hinzukommt, fo ist 
das letzte Zeichen dem ursprünglichen entgegengefetzt, alfo 

Pa,b= - Pb,a, oder Pa,b +Pt),a = 0. 
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Sii!^' SrkHrung'. Wegn von 9wei firM^eoreihen jede 
die Grössen a un4 b enthält, und zwar jede derfelbea ein- 

• 

mal, und in beiden Reihen a früher steht als b, oder in beiden 
b früher steht als a, To Tage ich, diefe beiden Grössen feieii 
in jenen Reihen gleich geordnet, hingegen Re feien in 
jenen Reihen entgegengefetzt geordnet, wenn in der 
einen a früher steht als b, in der andern b früher als a. 

« 

57. Zwei kombinatorische Produkte, welche diefelben 
einfachen Faktoren (aber in verschiedener Folge) enthalten, 
find einander gleich oder entgegengefetzt, je nachdem die 
Anzahl der in beiden Produkten einander entgegengefßtzt ge- 
ordneten Faktorenpaare gerade oder ungerade ist, d. h. 

P = (-l)'0, 

wenn P und Q kombiqatorische Produkte find, welche die- 
felben einfachen Faktoren, enthalten, und wenn r die Anzahl 
der Faktorenpaare ist, welche in P entgegengefetzt geordnet 
find, wie in Q. 

Beweis. Wenn zuerst je zwei Faktoren, welche in 
dem einen Produkte, etwa in Q, unmittelbar aufeinander folgen, 
in beiden Produkten gleich geordnet find, fo leuchtet ein, 
dass dann beide Produkte identisch find, und fie alfo kein 
entgegengefetzt geordnetes Faktorenpaar enthalten können. 
So lange es daher in Q noch Faktorenpaare giebt, welche 
entgegengefetzl geordnet find, wie in P, £6 giebt es auch 
noch mindestens zwei Faktoren , welche in Q unmittelbar auf- 
einander folgen, und welche in entgegengefetzt geordnet 
find wie in P. Angenommen, a und b feien zwei folche Fak- 
toren. Vertauscht man He untereinander, fo erhält man ein 
Produkt Ol, welches dem Produkte Q (nach 54) entgegen- 
gefetzt bezeichnet ist, und in welchem alle Faktorenpaare, 
mit Ausnahme des Faktorenpaares a, b, ebenfo geordnet und 
wie in Q, während dies Faktorenpaar a, b in d entgegen- 
gefetzt geordnet ist wie in Q, alfo ebenfo geordnet wie in P. 
Alfo ist die Anzahl der Faktprenpaare, welche in Qi und P 
entg#gengcfetzt geordnet find, um 1 kleiner, als die Anzahl 
derer, welche in Q und P entgegengefetzt geordnet lind. Ist 
diefe letztere Anzahl alfo r, fo ist die erstere r — 1. Ist 



3» 

Mm r -> 1 noch nichl miH , d. h. giebt es bogIi Fd(l6T6|ipa«re, 
welche in Oi und P entgcgengefelzt geordnet Tind, fo kann 
man mit Oi wieder fo verfahren wie vorher mit 0; npiaa er- 
halte dadurch aus Qi das Produkt O2, fo ist 02 = — Qu &lfo 
= (—1)^0, und die Anzahl der Faktorenpaare, welche in 
O2 . und P entgegengefotzt geordnet find , ist r -- 2. Fährt 
man in diefor Weifo fort, bis man zu Q, gelangt, fo wird 
Or = ( — lyO, und die Anzahl der Faktorenpaare ,. die in Q, 
und P entgegengeretzt geordnet flnd, beträgt r — r, alfo 
null, d. h. die Faktorenpaare in Q^ und P find ßimmtlich 
gleich geordnet, alfo Or = P, fomit P = Or = (~l)'0. 

9%. Wenn man in einem kombinatorischen Produkte 
eine Reihe von r einfachen Faktoren mit einer uiimittdkar 
darauf folgenden Reihe von s einfachen Faktoren vertauscht 
(ohne im Uebrigen die Ordnung der Faktoren zu ändern), fo 
isl das fo hervorgehende Produkt dem nrsprünglieheii gleich 
oder entgegetigefetzt, je nachdem rs gerade odmr ungerade 
ist, d. h. 

[BC] = (- iy[CB], [ABC] = (- ly-fACB], 
wo B eine Reihe von r , C von s einfachen Faktoren darstellt. 
Beweis. Es fei C = CiC2--'Cg, alfo 

[ABC] = [ABciCa • • • c J. 
Vertauscht man nun Ci mit dem letzten einfachen Faktor 
von B, d. h. rückt man Cj um Eine Stelle vor, fo ändert fich 
(nach 55) das Vorzeichen des ganzen Produktes; rückt c^ alfo 
um s einfache Faktoren vor, d. h. rückt man ihn vor die 
Faktoren von B, fo ändert fich das Zeichen r mal, alfo wird 
[ABC1C2 • • • cj = (— l)'[AciBc2C3 • • »cj , alfo dies 

= (-iy(^l/[AciC2Bc3-.C3] 
= (--l)nAciC2Bcs-.cJ 
= ( — l)*'[AciCaC3Bc4* • «cJ u. f. w. 
= ( — iy[AciC2 • • • CgB] oder 
[ABC] = (— 1)"[ACB], 
und wenn man hierin A = 1 fetzt 
[BC]=(-1)"[CB]. 

S9. Wenn man in einem kombinatorischen Produkte 
eine Reihe von q einfachen Faktoren mit einer durch r ein- 
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faohe Faktoren gelrennten Reihe von s einfachen Faktoren 
vertauscht, fo ist das fo hervorgehende Produkt dem ursprüng- 
lichen gleieh oder entgegengefetzt , je nachdem rs + sq -|- qr 
gerade oder ungerade ist, d. h. 

[ABC] = (- ly^+'^i+nCBA] , 
wo A, B, C Reihen von beziehlich q, r, s einfachen Fakr 
toren darstellen. 

Beweis. Es ist 

[ABC] = (— iy<i »■'>»[CAB] [57] 

= (— !)<!''+"(- l)<i'^[CBA] [57] 

= (_l)'84-»q+q''[CBA]. 

60. Wenn zwei einfache Faktoren eines kombinatorischen 
Produkte» einander gleich find, fo ist das Produkt null, d. h. 

P.,a — 0. 
Beweis. Es fei P^^b irgend ein kombinatorisches Pro- 
dukt , welches die Faktoren a und b enthält, und Pb^^das 
durch Vertauschung von a und b aus ihm hervorgehende, fo 
ist (nach 55) 

alfo, wenn a gleich b ist, 

Pa,a + Pa,» = 0, d.h. 2Pa,a=0, 

fomit auch Pa,a = 0. 

61. Ein kombinatorisches Produkt ist null, wenn zwischen 
feinen einfachen Faktoren eine Zahlbeziehung herrscht, d. h. 

[aia2a3-«--aJ = 0, 
wenn eine der Grössen a^ a„ (Ich aus den übrigen nume- 
risch ableiten lässt, z. B. 

fli = «282 4- «383 4- • • '«mam 
ist. 

Beweis. Man erhSIt, rndem man den Werth von ai in 

das Produkt einfetzt 

[aiajag a J = [(0382 + 0383 -| ctmam)a2a3 «m]? «Ifo 

(nach 44) 

= «2[a2a2a3 • • • • flnil + fh[^9^2^B «»] + • ' 

«in[ama2a8* • • aml 
= aa*0 4-Ö3'0+""ani-0 [59] 

= 0. 



62. Erklärung. Unter der Determinante aus n 
Reihen von je n Zahlen versteht man, wenn man die rrte 
Zahl der s-ten Reihe mit a^^^ bezeichnet, dasjf$nige Polynom, 

welches man aus dem Produkte a[^^a!^^ a^^ dadurch erhält, 

dass man in ihm nach und nach die unteren Indices auf alle 
möglichen Arten verfetzt, während man die oberen unver- 
ändert lässt, dann jedes diefer Produkte mit dem + oder — 
Zeichen verfieht, je nachdem die Anzahl derjenigen Paare 
von Indices, welche unten entgegengcfetzl geordnet find wie 
oben, gerade oder ungerade ist und diefe fämmtlichen Glieder 
addirt. Man bezeichnet diefe Determinante mit ^ + a\^^a^^ 



äP", d. h. man fetzt 



wo r, s, • • • • w die Zahlen 1,2 n, in irgend einer Ord- 
nung genommen, gleich find, wo die Summe fich auf alle 
möglichen Ordnungen diefer Art bezieht, und u die Anzahl 
der Index-Paare bezeichnet, welche unten entgegengefetzt 
geordnet find, wie oben. 

An merk. Der Vollständigkeit wegen habe ich diefen Begriff der 
Determinante hier aufstellen zu müssen geglaubt , zumal da es zweck- 
mässig schien , die Zeichenbestimmung in der einfachen Form , wie fie 
hier dargestellt ist, festzufctzen , während, die fönst gebräuchliche, 
durch Cauchy eingeführte Form der Zeichenbestimmung ein Zurück- 
gehen auf die Fermutations-Gefetze nothwendig machen würde. Dass 
man übrigens statt der unteren Indices auch die oberen vertauschen 
kann, leuchtet ein, doch ist es unangemessen, eine folche zwiefache 
Bestimmung in eine strenge Definition aufzunehmen. 

63. Das kombinatorische Produkt von n einfachen Fak- 
toren, welche aus n Grössen ai, 02, * • • • a^ numerisck abge- 
leitet find; erhält man, indem man aus den n Reihen von 
Zahlen, durch welche jene Faktoren aus den n Grössen ai, 
^2 9 * * * ^n abgeleitet find, die Determinante bildet, und diefe 
mit dem kombinatorischen Produkte der Grössen ax- * • 'a^ miil- 
tiplioirt, wobei nämlich die Zahlen, durch welche jder erste 
jener Faktoren aus ai • • • • a^ abgeleitet ist, die -erste Beihe 
bilden, u. f. f., d. h. es ist 

[aWai H a^^KXaf\ H a^hjj • • • -{a^hi + • • aO^\, )] 
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Beweis. Es ist (nach 65) das Produkt auf der Khken 
Seite 

wo jeder der Indices r, s, • • • w nach und nach jeden der 

Werthe 1 n annehmen foll. Sind von diefen Werthen 

zwei oder mehrere einander gleich, To enthält das Produkt 
[a^a0***a^] gleiche Faktoren, ist airo (nach 60) null. Lassen 
wir daher die Glieder, welche diefe Produkte enthalten, weg, 
fo bleiben nur dfe übrig, in denen die n Indices r, s,*«w in 
irgend welcher Ordnung den Werthen 1 , 2, • • • n gleich (Ind. 
Es ist airo dann (nach 57) das Produkt [ara^'^a^] gleich 
(— l)"[aia2 •• • • aj, wenn u die Anzahl der Fäktorenpaare 
ist, welche in dem Produkte [a^ag^^va^] entgegeitgeretzt ge- 
ordnet find wie in [aiaa *- * * a J , d. h. die Anzahl derjenigen 
Paare von Indices, welche in dem Produkte ai*>aW. . .of») 

' r i w 

unten entgegengefetzt geordnet find wie oben, Tomit ist das 
gegebene Produkt 

= ^C— !)'«?>«?> aS?^[aiaa a J, d. h. (nach 62) 

= ^ + aj*^«^*^ «;. [ajaa iaj. 

64. Erklärung. Unter multiplikativen Kombi- 
nationen aus einer Reihe von Grössen verstehe ich die 
Kombinationen ohne WiedOTholung aus dieren Grössen , und 
zwar jede Kombination aufgefasst als kombinatorisches Pro- 
dukt, dessea einfache Faktoren die Elemente der Kombination 
find ; fo z. B. find [ab] , [ac] , [bc] die multiplikativen Kom- 
binationen aus den Gröfifsen a, b, c zur zweiten Klasse. 

6d. Jedes kombinatorische Produkt von m einfaehea 
Faktoren, welche aus n in keiner Zahlbeziehung zu einander 

stehenden Grössen ai a^ numerisoh abgeleitet find, ist aus 

den multiplikativen Kombinationen diefer Grössen zur m-ten 
Klasse num^isch ableitbar, und zwar ist die zu irgend einer 
diefer Kombinationen gehörige Ableitungszahl die Determiaaale 
aus denjenigen m Ableitungszahlen jener m Faktoren, welehe 
zu den m Elementen diefer Kombination gehören, d. h. 
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Beweis. Bs isl 

[2^CLaHa^ß^Bt . . .] = ^(aaßi • • «Xada» • • •] [45]. 
Da (nach 60) [a« a^ • • • ] null ist ^ Tobald zwei der Fak- 
loren, alfo hier awei der Indices a, h, **• gleich find, Fe 
können wir die Bedingung Unzufügi^n, dass a, b, •*• aUe 
von einander verschieden feien. Nun feien a, hy ••*, nach- 
dem (ie steigend geordnet find , = r, s , t • • • • , alfo r <: s 
<c t • • * •, und fei u die Anzahl der Grossenpaare, welche in 
der Reihe a, (,€,••* entgegengefetzt geordnet find» wie 
in r, s, t, • • •, fo ist [aaa^ ....] = (— l)^[ajaa' • • •], fomit 
ist das gegebene Produkt 

^^daßi >>«»(- l)°[aA' ' ' ']> 

Aber nach der Definition (60) ist ^( — iYa^ßt • • • , wenn 
a, (, • • - in irgend einer Ordnung genommen, gleich r, s, 

find, gleich der Determinante ^+<ttßB""y »Ifo 



• • 
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1. Umkehr ung von 61. Wenn ein kombinatorisches 
Produkt null ist, fo stehen feine einfachen Faktoren in einer 
Zahlbeziehung zu einander, d. h. wenn 

[»i82---am]=0 
ist, fo muss fich eine Gleichung 

«1«! + «283 H «möm = 

aufstellen lassen, in welcher die Zahlen o^, 02» * * * CLm ^^^^^ 
alle zugleich null iind. 

Beweis. Es fei das kombinatorisohe Produkt 
[«iBj • • • a J = 0. 

Zu zeigen ist, dass ai, 82, • • • a^ in einer Zahtbeziehung 
stehen müssen. 

Angenommen, fie stttnden in keiner Zahtbeziehung zu 
einander. Bilden dann e^ • • • • e^ das System der Einheiten, 

aus denen ai a^ numerisch abgeleitet lind, fo kann man 

(nach 20) zu den m Grössen ai • • • a^ noch n -• m Grössen 
an-i-i* • «a^ annehmen, fo fich aus ai* • • «an die Einheiten Of • -On 
numerisch ableiten lassen. Führt man die Ausdrücke diefer 
Ableitungen in das kombinatorische Produkt [eiO^ ' * * 0^] ein. 
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und löst die Klammern auf, To erhält man (nach 63) eine 
Gleichung der Form 

[eiCa • • • ej = a[aia2 a J , • 

wo a eine Zahl ist Nun ist aber [aia2' • -Bml =0, alfo auch 

[aiaa --ainain+i aj = 0, alfo . 

[eie2'--eJ = aO = (K 

Dies widerstreitet aber der Erklärung in 52, nach welcher 

[eie2 * • - e J von null verschieden ist. Alfo ist die Annahme, 

dass ai- • «ain in keiner Zahtbeziehung zu einander stehen, un* 

möglich. Sie stehen alfo in einer Zahlbeziehung zu einander. 

67. Ein kombinatorisches Produkt ändert Teinen Werth 
nicht, wenn man zu einem einfachen Faktur desfelben ein 
beliebiges Vielfaches eines andern einfachen Faktors desfelben 
Produktes addirt, d. h. 

» a, b 4- qa = » a, b, 

wenn q eine Zahl ist und P ein kombinatorisches Produkt be- 
zeichnet. 

Beweis. Es ist 

Pa,b+qa = Pa,b + qPa,a [44] 

= Pa,b [60]. 

68. Die fämmtlichen Sätze kombinatorischer Multipli- 
kation bleiben noch bestehen, wenn man statt der n ursprüng- 
lichen Einheiten, beliebige n aus ihnen abgeleitete Grössen, 
die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, einführt. 

Beweis. Erstens geiteii alle in der Definition des kom- 
binatorischen Produktes gegebenen Bestimmungen , auch wenn 
man statt (fes System's der n ursprünglichen Einheiten n folche 
Grössen fetzt, wie de der Lehrfatz bestimmt. Nämlich, es 
ist auch für diefen Fall (nach 53) 

[Abc] +[Acb] = 0, 
und das Produkt der fämmtlicKeri n Grössen ist von null ver- 
schiedl^n, denn wäre es gleich null, fo müsste (nach 66) 
zwischen den n Faktoren eine Zahlbeziehung herrschen , gegen 
die Vorausfetzung. Diefe beiden Bestimmungen waren nun 
die einzigen in der Definition enthaltenen. Ferner gelten aber 
auch alle in den ersten beiden Kapiteln entwickelten Gerelze 
für den Fall jener Substitution. Aus jen^r Definition und 
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diefen GBfetzen waren aber die fömmtlichen Oeretze der kom« 
binaiorischen MoUiplikation abgeleitet. Alfo gelten diefe 6e- 
fetze auch nach jener Substitution. 

§. 2. Das kombinatorische Produkt «Is Grösse. 

Vorbeinerkung. Wenn eine Verknüpfung von Grössen 
wieder als Eine Grösse erkannt werden foll', fo müssen die 
folgenden Fragen beantwortet werden; Wann find zwei folche 
Verknüpfungen einander gleich oder von einander verschieden? 
wann stehen fie in einer Zahlbeziehung zu einander, und in 
welcher? Für die Vollendung des Begriffs wird es dann noch 
wichtig fein, die ßmmtlichen verschiedenen Grössenreihen ab- 
leiten zu können, deren jede, wenn fie der fraglichen Ver- 
knüpfung unterworfen wird, diefelbe örösse liefert, wie die 
andern. !Diefe Fragen follen hier für das kombinatorische 
Produkt beantwortet werden, wobei wir den Begriff der mul- 
tiplikativen Kombinationen zu Grunde legen. 

69. Wenn die Grössen a^, aai-'-a^ in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen, fo stehen auch ihre multiplika- 
tiven Kombinationen zu einer beliebigen Klasse in kieiner 
Zahlbeziehung zu einander,' d. h. die Gleichung 

a) aA + /?B -I =0, 

in welcher A, B, die multiplikativen Kombinationen aus 

ai***aQ zu irgend einer Klasse find, und a, /?, ••• Zahlen 
bedeuten, wird erfetzt durch die Gleichungsgruppe 

b) a = 0, iJ = 0, . 

Beweis. Es fei die Gleichung (a) als geltend ange- 
nommen. Man multiplicire die ganze Gleichung kombinatorisch 
mit denjenigen unter den Grössen ai-'-a^^, welche in dem 
Produkte A nicht vorkommen; es fei Aj diefe Faktorenreihe, 
fo dass alfo das kombinatorische Produkt [AAi] die Tammt- 
lichen Grössen ai* • • «a,^ als Faktoren enthält. Dann erhält man 
a[AA J + i9[BAJ +....= 0. 

Da nun A und B verschiedene Kombinationen find^ fo 
mtiss B wenigstens einen Faktor enthalten, der nicht in A 
enthalten ist. Es fei a, ein folcher; fo muss a, in Ai ent- 
halten fein, da Ax von dein Faktoren ai***an alle diejenigen 

3* 
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enthält, die in A nicht vorkommen. Somit kommt a, fQwohl 
in B als in A^ vor, folglich ist das kombinatorische Produkt 
[BAi] (nach 60) null. Aus demrelben Grunde auch CA^ u. f. w. 
Somit reducirt fich die Gleichung auf 

a[AAil=0. 
Alfo muss (nach 12, 6) entweder a oder [AAi] null fein. Da 
nun [AAil ein kombinatorisches Produkt von n Grössen tti* - «fln 
ist, die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo ist 
dasfelbe ungleich null (nach 66). Somit muss der andere 
Faktor, alfo a, null fein. Aus demfelben Grunde find /?,*•* 
null, d. h. zwischen den Eombinatianen A, B, • • herrscht 
keine Zahlbeziehung. 

70. Zwei kombinalorischo Produkte (A und B), die nicht 
null find, stehen dann und nur dann in einer Zahlbeziehung 
zu einander, wenn die aus ihren einfachen Faktoren ableit- 
baren Gebiete identisch Find; d. h. 

a) A = B 

dann und nur dann, wenn die einTachen Faktoren von A 
dasfelbe Gebiet liefern wie die von B; oder: 

b) [aiaa a„] = [bibj b„] 

dann und nur dann, wenn fich jede aus ai ag^ numerisch 

ableitbare Grösse auch aus b^- • »b^ ableiten lässt, alfo wenn stets 

c) XiBi + Xaaa H x^a^rrryibi + yabj -j y^b 

gefetzt werden kann, welche Werlhe auch entweder Xi» • • -x 
oder yi y^ haben mögen. 

Beweis 1. Angenommen zuerst, das Gebiet a^* • * -am fei 
identisch dem Gebiete bf • • -bjo, fo find die Grössen ai* • • :ain 
aus bi**-bnj numerisch ableitbar. Dann ist (nach 63) 

[aiaa a^] = aCbibj • • • • b J , 

wo a eine Zahl ist (nämlich die dort beschriebene Determinante). 
Diefe Gleichung drückt aus, dass die beiden kombinatorischen 
Produkte in Zahlbeziehung stehen und da auch keins von beiden 
null ist, fo gilt (nach 2) die Kongruenz: 

[8182 • • • aj ^ [biba • • • bnJ. 
2. Umgekehrt fei angenommen, diefe Kongruenz gelte, 
alfo die beiden kombinatorischen Produkte stehen in einer 
Zahlbeziehung zu einander ohne null ztl^^fein, und fei 

[ajaa • • • a J = a[bib2 bj. 
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Man fQge auf beiden Seiten den kombinatorischen Faktor 
bi hinzu, fo erhält man 

[aiaa a^bi] = a[bibj^ b^bi]. 

Aber [bjba • • • •b^bi] ist, da es zwei gleiche Faktoren (bj) 
enthält, (nach 60) null; alfo ist auch 
[8182 a^bi] = 0. 

Folglich stehen (nach 66) die einfachen Faktoren diefes 
Produktes, d. h. ai, 82,* -'aj^, b^ in einer Zahlbeziehung zu 
einander. Alfo muss fich (nach 16) eine Gleichung der Form 

Oiai + Oaaa -1 a^^t^ + ftbi = 

aufstellen lassen, in welcher die Zahlen a^, »2, ••• 0^^, ^^ 
nicht alle zugleich null find. In diefer Gleichung kann auch 
^1 nicht null fein , weil fönst zwischen den Grössen ai , 82 , • * • 
^m (nach 16) eine Zahlbeziehung herrschen, alfo das kombi- 
natorische Produkt [8182 • •/ * a^n] (nach 61) null fein müsste, 
was der Vorausfetzung widerstreitet. Wenn nun aber jSi un- 
gleich null ist, fo kann man die obige Gleichung durch ^^ 
dividiren, und erhält 

bi = — -^ai — —82 p-a^, 

Fl P2 Pm 

d. b. \ ist aus ai* • * -8,0 numerisch ableitbar. Aus demfelben 
Grunde find auch bj , bg , • • • bm aus aj • • • • a^ numerisch ab- 
leitbar. Nun stehen aber auch bi,**--b,n in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander, weil fönst das kombinatorische Produkt 
[biba^'b^] (nach 61) null fein müsste, was der Vorausfetzung 
widerstreitet; alfo find m Grössen bi-»»b,n, welche in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen, aus m Grössen aj • • * dgi 
numerisch ableitbar, folglich ist (nach 21) das aus der ersten 
Grössenreihe ableitbare Gebiet dem au$ der zweiten ableit- 
baren identisch. 

An in. Da zwei gleiche Grössen immer in einer Zahlbeziehung 
zu einander stehen, fo folgt aus dem vorhergehenden Satze unmittel- 
bar, dass zwei gleiche kombinatorische Produkte immer ein und das- 
felbe* Gebiet haben, dem feine einfachen Faktoren angehören, und 
dass daher ausser diefem Gebiete nur noch der durch eine Zahl dar- 
stellbare metrische Werth gegeben zu fein braucht, damit der ganze 
Werth des kombinatorischen Prodiaktcs genau bestimmt fei. Ist näm- 
lich dann in dem Gebiete irgen'd ein kombinatorisches Produkt ge- 
geben, aus dessen einfachen Faktoren dasfelbe ableitbar ist, fo wird 
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jedes, andere kombinatorische Produkt, aus dessen einfachen Faktoren 
dasfelbe Gebiet ableitbar ist, durch eine einfache Zahl bestimmt fein, 
welche das Yerhältniss diefes Produktes zu jenem darstellt. 

71. Erklärung. Wenn man aus einer Reihe von 
Grössen eine zweite Reihe dadurch ableitet, dass man zu 
irgend einer Grösse der Reihe* ein Vielfaches der benachbarten 
Grösse der Reihe addirt, während man alle übrigen Grössen 
der Reihe ungeändert lässt, fo fage ich, es fei die erste Reihe 
in die zweite durch eine einfache lineale Aenderung 
umgewandelt; leitet man aus diefer zweiten Reihe wieder 
durch einfache lineale Aenderung eine ärilte ab , u. f. f. , fo 
fage ich, es fei die erste Reihe in die letzte durch mehr- 
fache lineale Aenderung umgewandelt. In beiden Fällen 
alfo fage ich, es fei die erste Reihe in die letzte durch lineale 
Aenderung umgewandelt. 

Wenn alfo p und q irgend zwei aufeinander folgende 
Grossen der Reihe und, fo lässt fich durch einfache lineale 
Aenderung umwandeln die Reihe 

••••p, q,»«** in P4" ^^y q« • • • 

oder in pj q + apr • ', 

wo a eine beliebige Zahl ist. 

Anm. Die Wahl des Ausdrucks bezieht fich auf den Gegenfatz 
zu einer weiter unten zu behandelnden Aenderung, welche ich circu- 
läre Aenderung nenne. Beide Ausdrücke gehen auf die Geometrie 
zurück und zwar auf die beiden Fundamentalgebilde der Geometrie, 
die gerade Linie und den Kreis, oder vielmehr auf das Lineal und 
den Zirkel, indem, wie ich später zeigen werde, die lineale Aenderung 
in der Geometrie fich einfach mittelst des Lineals , die circuläre mittelst 
des Zirkels bewerkstelligen lässt. 

72. Bei der liaealen Aenderung einer Grössenreihe 
bleibt das kombinatorische Produkt diefer Grössenreihe un« 
geändert. 

Beweis.« Nach 67 ändert ein kombinatorisches Produkt 
feinen Werth nicht, wenn man zu einem Faktor ein beliebiges 
Vielfaches eines andern Faktors desfelben addirt, alfo ändert 
es feinen Werth nicht bei einfacher linealer Aenderung feiner 
Faktoren, alfo auch nicht bei mehrfacher. 

73. Man kann durch lineale Aenderung zwei beliebige 
Grössen einer Reihe beliebig im umgekehrten Verhältnis^» 
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ftndern; d. h. es lässt floh durch lineale Aendemng umwan- 
deln die Reihe 

q 
. . • .p. . . .q. . • • m • • . »ap« • • • — ••••. 

Beweis. Erstens feien p und q zwei airfeinm4er' Toi- 
gende Grössen der^Reihe, fo Idsst fleh (nach 71) durch üneate 
Aenderung nach und nach verwandeln: 

p, q in p, q + (<* — 1)Pj dies wieder in p + q + 
(a— l)p,q + (a— l)p, d.h.inap + q, q + (a — l)p; 

dies in ap 4- q, q + (a - l)p ~(ap + q), d. h. 

in ap + q> - > und dies endlich in ap + q — q, — , 

q 
d. h. hl ap, — . 

Zweitens: Sind p und q durch die Grössen Pi^ P29 * - * P« 
getrennt, fo verwandelt fich durch lineale Aendcrung, indem 
man die im ersten Theil^als zulässig erwiefene Umwandlung 
anwendet, 

Pi 

p> Vu P2, • • • Pa> q in «p, — , P2 — Pn> q, 

dies in ap, pj, pa : a, pa» • • -p^, q, 
und, indem man fo fortführt, fo erhält man zuletzt 

«P> Pi> P2»--Paj — > d, h. 

p • • • • q • • • geht über in ••• ap ••••—•••• , 

74. Aus einer beliebigen Grössenreihe kann man durch 
lineale Aenderung jede andere Reihenfolge derfolben Grössen 
ableiten, varausgefetzt , dass man für den Fall, dass das kom- 
biaatorisohe Produkt der abgeleiteten Grössenreihe dem der 
ursprünglichen entgegengefetzt ist, das Vorzeichen von einer 
der Grössen der neuen Reihe ändert; d. h. wenn a^ b^, c^,- • • 
diefelben Grössen find wie a, b, c, • • *, nur in anderer Reihen- 
folge, fo lässt Tich durch lineale Aenderung umwandeln: 
a, b, c, • ••• in a', b', c', • • • . 
wenn [abc • • • ] = [a'b'c' • • • ] 
ist, hingegen 



46 (»4 

a, b, c, • • • • in — a', b', c', • • • 
wenn [abc- • • •] = — [a'bV- • • •] 
ist. 

Beweis 1. Wenn p und q zwei beliebige Grössen jener 
Reihe ftnt), Tö verwandeln fleh durch lineale Aenderungf, in- 
dem man n&mlich abwechfelnd zum ersten vtnA zweiten Faktor 
beziehlich den zweiten und ersten addirt und Tubtrahirt, Schritt 
für Schritt 

p, q in p + q, q, dies in p + q, q — (P + q), 
d. h. in p + q? — p» d»es in q, — p. 

2. Man kann alfo durch lineale Aenderung zwei auf- 
einander folgende Grössen der Reihe in die umgekehrte 
Ordnung bringen, wenn man nur das Vorzeichen der einen 
ändert. Somit kann man auch durch lineale Aenderung jede 
Grösse der Reihe auf jede Stelle bringen, bei gehöriger Zeichen- 
änderung. Es feien nun a', b', o-', • • • • diefelben Grössen wie 
a, b, c, '•' aber in anderer Reihenfolge, fo wird man die 
Reihe a, b, c, •-• durch lineale Aendßrung in eine Reihe 
umwandeln können, deren Grössen der Reihe nach mit a^ b^, 
c' • • • entweder gleich oder ihnen entgegengefetzt find. Nun 
kann man (nach 73} durch lineale Aenderung zwei beliebige 
Grössen p, q einer Reihe im umgekehrten Verhältniss ändern, 
d. h. fo ändern, dass, wenn die eine Grösse p in ap über- 
geht, dann die andere q in — übergehe; alfo kann man 

namentlich die zuletzt gefundene Reihe fo ändern, dass jede 
beliebige Grösse p derfelben, welche einer der Grössen a, b, 
c,-- entgegengefelzt ist, in (-- l)p, d.h. in — p, über- 
geht, während die erste Grösse jener Reihe, nämlich + a' in 

+ — 5, d. h. in + a' übergeht. Wendet man diefe Aenderung 

nach und nach auf jede Grösse jener Reihe an, Welche einer 
der Grössen a, b, c, ••• entgegengefetzt ist,, nur nicht auf 
die erste Grösse 4I a' jener Reihe, fo erhält man zuletzt ent- 
weder die Reihe 

a', bV C, oder — a', b', c' • • • •, 

wo noch das Vorzeichen von a' zu bestimmen ist. Da nun 
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diere Reihe aus a, b, c, • • • • durch linealc Aenderung hervor- 
gegangen ist 9 fo muss (nach 72) im ersten Falle 

[abc ] = [a'bV.-..], 

im zweiten 

[abc- • • •] = [— a'bV* ...] = — [a'bV« • • •] 
rein. 

75. Wenn man zu irgend einer Grösse (p) einer Grössen- 
reihe ein Vielfaches einej* andern Grösse (q) jener Reihe addirt, 
airo statt p fetzt f + aq^ während man alie übrigen, Grössen 
jener Reihe unverändert lässt, fo lässt fleh die fo hervor- 
gehende Reihe aus der ursprünglichen durch lineale Aenderuijg 
ableiten, d. h. es lässt fich durch lincale Aenderung umwandeln 
p, , q in p + «q, q, oder auch 

i» p, , q + «p. 

Beweis. Wenn in der gegebenen Reihe zwischen p und 
q keine Grösse steht, fo folgt das zu erweifendc unmittelbar 
aus der Definition [71]. Stehen zwischen p und q die Grössen 

Pi> P2> Pnj fo ist (nach 73) durch lineale Aenderung um.- 

zuwandeln 

Pj Vu\V29"Vny q in P? q? Pij P2---'- + Pa; und dies 

(nach 71) 

in p + aq, q, pi, Pa, + p«^ dies 

wieder (nach 74) 
inp + aq, pi, p2,.....p„, + q, 
wo das Vorzeichen von q .noch zu bestimmen ist. Da die 
letzte Reihe aus der ersten durch lineale Aenderung hervor- 
gegangen ist, fo ist das kombinatorische Produkt der ersten 
Reihe (nach 72) dem der letzten gleich; alfo 

[PP1P2 Pnq] = [(P + aq)piP2 . . • . p^(+ q)] 

= + [(P + aq)piPa....p^q]. 
Aber es ist (nach 65) 

[PP1P2 • • -Paq] = + [(P + aq)piP2 • • -p^q], 
d. h. es gilt in der vorigen Formel das -f^^ichen, alfo 
haben wir statt ^ q, zu fetzen q, d. h. die gewonnene Reihe 
ist p 4- aq, pi, P2, • . • Pa, q. E« verwandelt fich alfo durch 
lineale Aenderung 

P q in p + aq, q, 
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und mif diefelbe Weife folgt, dass Tich auch durch lineale 
Aenderung umwandeln Ifisst ' 

P q in p, q + ap. 

76. Wenn zwei von null verschiedene kombinatorische 
Produkte einander gleich find, fo lassen fleh die einfachen 
Faktoren des einen aus denen des andern durch lineale Aen- 
derung ableiten, d. h. wenn 

(a) [abc ] = [ABG.-.-]^0 

ist, fo lässt fi^h durch lineale Aenderung die Grössenreihe 

(b) a, b, c, • • • • in A, B, C, • • • • 
umwandeln [Umkehrung von 73]. 

Beweis. Da die von null verschiedenen kombinatorischen 
Produkte [abc**] und [ABC*--] einander gleich flnd, und 
fle alfo in einer Zahlbeziehung zu einander stehen , fo müssen 
(nach 70) die aus ihren einfachen Faktoren abfeitbaren Ge- 
biete identisch fein; d. h. die aus der Grössenreihe a, b, c,* - • 
numerisch' ableitbaren Grössen müssen auch aus A, B, 0,** * 
numerisch ableitbar fein und umgekehrt. Alfo müssen nament- 
lich A, B, €, • • * felbst, aus a, b, c, * • • numerisch ableitbar 
fein. In den Ausdrücken diefer Ableitung darf nicht der 
Koefficient von irgend einer der Grössen a, b, c, •••, z. B. 
der von a, in allen gleichzeitig null fein; denn fönst wären 
die Grössen A, B, G, • * *, deren Anzahl n fei, aus den n — 1 
Grössen b, c, •** ableitbar; alfo würde (nach 22) eine Zahl- 
beziehung zwischen ihnen herrschen, ihr Produkt alfo (nach 
61) null fein, gegen die Annahme. Es fei ft^ eine der Grössen 
A, B,!),"--* und zwar eine folche, in deren Ableitungs- 
ausdruck der KoefGLcient von a nicht null fei, und fei 

Vi'=:a^2i + ßih + , 

wo alfo 04^0 ist; fo lässt fich durch lineale Aenderung nach 

und nach umwandeln 

1 
a, b, c, • * ., 1 in a^a, b, c, , — [72], 

1 
dies in (Oia + ftb -f ••••), b, c, •• *. — [74], 



«1 



d. h. in a', b, c, • • • • — . 

' ' ' Ol 



«•) 49 

Nun moss aber (nach t9) das aus a^ b , c , • •• - ableit* 
bare Gebiet identisch fein dem aus a, b, &, • • • ableitbaren^ 
alfo müssen namentlich die Grössen A, B, C.- • • • aus a', b, 
c, •••• ableitbar fein. Nun ist es wieder, aus demfelben 
Grunde wie vorher, unmöglich, dass der Koeificient von b in 
allen Ausdrücke» diefer Ableitung zugleich null Tei. Es fei 
b' eine der Grössen A, B, C, ••• und zwat eine folche, in 
der jener Koeßicient nicht null ist, und fei 

b' = Oja' + /52b + y2C H , 

Tg lässt fich durch lineale Aetiderung, auf diefelbe Weife wie 

vorher, a', b. c, . • • • • — umwandeln 

' ' ' ' «1 

in a', b', c • • • • 



Ebenfo fei c' = a^d! -f ^ab' + 7z^ + ^ad +• • •, wo y^, 
ungleich null ist, fo lässt fich wieder durch lineale Aenderung 

a', b', c, • • • — -r- umwandeln 
in a', b', c', d, • • • 



Auf diefe Weife fahre man fort bis zur vorletzten Grösse. 

Diefe fei k, fo erhült man zuletzt die Grössenreihe 

1 
a' b' c' • • • • k' - 

Da nun diefe Grössenreihe aus der ursprünglichen a, b, 
0, • • •• hervorgegangen ist; fo muss (nach 72) ihr kombina- 
torisches Produkt gleich dem jener Grössenreihe fein; alfo 

faVc'. . ^ . .k'— 5 — ! 1 = [abc kl]. 

Ferner find tfie n — 1 Grössen a', b', c', k' aus der 

Reihe der n Grössen A^ B, C, K, L entnommen, und da 

a', b', c', • • • k' «lle von einander verschieden fein müssen, 
weil fönst (nach 61) das kombinatorische Produkt dcrfelben 
null wäre, was vermöge der fo eben entwickelten Gleichung 
mk der Vorausfetzung streitet, fo kann von den Grössen A, 
B, C, •••K, L nur noch eine übrig fein, welche nicht unter 

den Grössen a', b', c' k' enthalten ist. Dies fei I' und 

4 
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fei I = Cjfif + jJ^b' 4- . . . + xji' + AJ', fo verwandelt fich die 
zuletzt gewonnene Reihe durch lineale Aenderung in 

Die Grössenreihe a', b', c', • • • • k', 1' enthält aber die- 
Telben Grössen, wie die Reihe A, B^ C,- • <K,<L, nur in anderer 

Ordnung; alfo ist (nach 74) a', b', c', k', 1' di|rch lineale 

Aenderung umzuwandeln in A, B, C,-*-E, IfL, alfo auch 

a', b', c',..., k', ^'^^' 



4L 



in A, B, C, , K, q: 



indem es (nach 73) gleichgültig ist, zu welcher Grösse man 

den Zahlfaktör ^ — hinzufügt. Es fei diefer Zahlfaktor 

= £, fo ist alfo durch lineale Aenderung aus a, b, c,- • - -k, 1 
schliesslich hervorgegangen A, B, 1, • • • K, eh. Alfo ist (nach 72) 

[abc. . . .kl] = [ABC KeL] =f[ABG. • -KL]. 

Es ist aber auch nach der Hypothefis 

[abc. •• -kl] = [ABG.... KL]. 
Alfo auch 

e[ABG. . . -KL] = [ABC-. • KL]«, 
d. h. e = 1, alfo ist «L = L, und fomit hat fleh durch lineale 
Aenderung umgewandelt die Reihe: 

a, b, c, k, 1 in A, B, C,- • K, L, 

eine Umwandlung, deren Möglichkeit zu erweifen war. 

77. Erklärung. Die multiplikativen Kombinationen 
der ursprünglichen Einheiten zur m-ten Klasse, nenne ich 
Einheiten m-ter Stufe, eine aus diefen Einheiten numerisch 
abgeleitete Grösse, eine Grösse m-ter Stufe, und zwar eine 
einfache, wenn fie fleh als komhinatorisches Produkt von 
m Grössen erster Stufe darstellen lässt, eine zufammen- 
ge fetzte, wenn dies nicht möglich ist. Das aus den ein- 
fachen Faktoren einer einfachen Grösse ableitbare Gebiet, 
nenne ich das diefer Grösse zugehörige Gebiet, kurz 
das Gebiet diefer Grösse. Ibh nenne endlich eine einfache 
Grösse A einer andern übergeordnet, untergeordnet, 
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oder mit ihr incident, je nachdem dies von den Gebieten 
diefer Grössen gilt (vergl. No. 15). 

77b. Zufatz. Ein kombinatorisches Produkt aus m 
Grössen erster Stufe ist eine einfache Grösse m-ter Stufe, 
und ist aus den Einheiten m-ter Stufe numerisch ableitbar. 

A n m. Als Beispiel einer zu fammen gefetzten Grösse führe ich hier 
die Summe (ab) -f- (cdj an , wenn a, b, c, d vier in keiner Zahlbeziehung 
zu einander stehende Grössen find. Sollte nämlich (ab) -|- (cd) eine 
einfache Grösse, etwa = (pq) fein , fo müsste [(ab + cd) (ab + cd)] 
= [p^lPq] = ö fein (nach 60) ; aber [(ab + cd) (ab •}- cd)] = (abcd) + 
(cdab), da [ab ab] und [cd cd] null find. Aber (nach 58) ist (abcd) 
=^ (cdab). Alfo [(ab + cd) (ab + cd)] = 2(abcd). Somit müsstQ, wenn 
(ab) 4* (cd) eine einfache Grösse wäre , (abcd) = fein , alfo (nach 66) 
a, b, c, d in einer Zahlbeziehung stehen, was der Yorausfetzung 
widerstreitet. 

§. 3. Aeussere Multiplikation von Orössen höherer Stufen. 

78. Erklärung. Zwei Einheiten höherer Stufe aus ser- 
lich multipiiciren, heisst die einfachen Faktoren derfelben, 
ohne ihre Reihenfolge zu verändern, kombinatorisch multipli- 
ciren, d. h. 

[(ciOa • • • e JCe^+i ej] = [OiOa ej. 

Anm. Den Kamen der äusseren Multiplikation habe ich gewählt, 
um zu bezeichnen, dass das Produkt nur dann geltenden Werth hat, 
wenn der eine Faktor ganz ausserhalb des Gebietes der andern liegt. 
Es steht der äusseren Multiplikation die innere (f. Kap. 4) gegenüber. 

79. Statt eine einfache Grösse A mit einer andern B 
äusserlich zu multipliciren, kann man nach der Reihe die ein- 
fachen Faktoren der ersten mit denen der zweiten kombina- 
torisch multipliciren, d. h. 

[(ab )(cd« •••)] = [a-b- • -cd» • • •]. 

Beweis. Es feien Oi e^ die ursprünglichen Einheiten,^ 

und fei 

a = ^ä7ei», b=^/S6eb c — ^Yt^tj d = ^^beb,--- 

fo ist 

[(ab- • •) (cd- • •)] 

= [(X«re"aX^b • • • OCXycOc^d^ )] 

= l^äafi^' [e«er ••]^n<Jb"-[eceb---]] [45] 
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= ^««/?6 Yc ^c ' - [(.eget^ • • OCecCb • • •)] [42] 

— 2^aaßi> • • • Xc <Jc • • • [Oa 66 • • -ecef •] [78] 

= [Z^«aefl^/?be6 • • *^r,e,^dt,et - • •] [45] 

= [ab* • • »cd- • ]. 

79b. Zufatz. Wenn eine einfache Grösse A, welche 
nicht null ist, einer andern B, welche gleichfalls nicht null 
ist, untergeordnet ist, fo lässt fich die letztere als äusseres 
Produkt darstellen, dessen einer Faktor A und dessen anderer 
Faktor eine einfache Grösse C ist, alfo in der Form 
B = [AC]. 

Beweis. Nach 77 ist A dem B untergeordnet, wenn 
das Gebiet von A dem von B untergeordnet ist, d. h. (nach 
15) wenn jede Grösse des ersten Gebietes zugleich Grösse 
des zweiten ist. Es fei A = [aia2 • • '8^], wo ai- • -a^ Grössen 
erster Stufe find, fo stehen diefe, da A ungleich null, fein roll, 
in keiner Zahlbeziehung zu einander (61). Ferner fei B = 
[bi-«-bJ. Da nun die Grössen ai^'a^ dem Gebiete B an- 
gehören feilen, fo müssen fie aus bj* • -bn numerisch ableitbar 
fein. Dann aber kann man (nach 20) zu den Grössen aj- • • »an^ 
noch (n — m) Grössen a^ 4-1 -an von der Art hinzufügen, 
dass die Gebiete ai* • * »an und bi* • -bn identisch find. Ist aber 

dies der Fall, fo müssen (nach 70) die Produkte [ai aj 

und [bi • • • bj in piner Zahlbeziehung zu einander stehen. 
Es fei 

[bi bj = a[ai aj = a[(ai a^-a^+j- • -aj 

= [(»1 • • • «m) • (?ani-hi • • • aJ] [79]. 
Alfo wenn noch 

gefetzt wird, fo wird 
B = [AG], 
80. Die Elammerfetzung in einem äusseren Produkt ist 
gleichgültig für das Refultat,* d. h. 
[A(BC)] = [ABC]. 
Beweis 1. Es feien A, B, G einfache Grössen, A = 
[ai««*»aq], B = [bi-.-bJ, C = [Ci--c,], fo ist 

[A(BC)] = [ai- . . •aq((bi. • .b,)(Ci. • • -cj)] 

= [%• • -aqCbr • 'K^* • -cj] [79] 
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== [»!• • -aqbi- • 'bpCr • -cj [79] 

= [(ar • •aq)(br • •b,)(ci. • -c,)] [79] 
— [ABC]. 

2. Es Foien A, B, C Summen einfacher Grössen, A^= 

-Zat, b=2;b;; c=^c;; fo ist 

[A(BC)] = [ Zä;(Zb ;ZÄ)] = ZAgCB^CQ [45] 
= -Z^AaB6Cc [Beweis 1] 

=ixa;z5^zc;] [45] 

== [ABC], 

81. Wenn ai-'-a^, bi-'-b^ Grössen erster Stufe find, 
welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und A 
aus 81- • -an, durch Addition und Multiplikation hervorgegangen 
ist und B aus bj. • -bn, und 

[AB] = 
ist, fo muss entweder A=0 oder B = fein. 

Beweis. Es fei A von a-ter Stufe, B von )J-ter Stufe, 
und feien Aj, A2, • • * • die multiplikativen Kombinationen aus 
Bi-'-am zur a-ten Klasse, Bi, B2, • • • die zur /J-ten Klasse 
aus bi-.bn, fo find (nach 77) A und B darstellbar in den 
Formen 

A — ^ttaA«, B = Z/SiBj, 
alfü ist 

Hier find die [AaB^] als multiplikative Kombinationen von 
ai» • -am, bj»» -ba zu betrachten. Sie stehen alfo (nach 69) in 
keiner Zahlbe^iehung zu einander. Alfo ist (nach 34) 

für jedes r und s; alfo wenn B^O ist, d.h. irgend eine der 
Grössen ß^ ungleich null ist^ fo folgt, 0^ = für jedes r, 
d. h. A = 0. 

S2. Wenn eine Summe S einfacher Grössen mit einer 
von null verschiedenen Grösse erster Stufe a äusserlich mul- 
iiplicirt nuii giebt, fo Ifisst fich die erstere (S) als äusseres 
Produkt darstellen, in w:elohem a ein Faktor isl, d. h. in 
der Form 

S=j[aP], wenn [aS]=0, 
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Beweis. Es fei S eine Summe von Grössen m-ter Stufe, 
und feien e^, 62, *• • e^ die ursprünglichen Einheiten , fo kann 
man (nach 20) zu a stets noch (n ^ 1) andere Grössen b, 
c, • • • der Art hinzufugen, dass fleh die Grössen ei-*-*en 
aus a, b, c, ••• numerisch ableiten lassen. Dann iSsst fleh 
auch jeder einfache Faktor in jeder der Grössen m-ter Stufe, 

deren Summe S ist, aus a, b, c, numerisch ableiten. 

Alfo lässt fleh jede diefer Grössen , und alfo auch ihre Summe 
S, aus den multiplikativen Kombinationen zur m-ten Klasse aus 
a, b, c, • • • ableiten. Es feien nun [aBi], [aBs], • • • diejenigen 
unter diefen Kombinationen, welche a enthalten, und C^, C2, • • • 
diejenigen unter ihnen, welche a nicht enthalten, uiid fei 

S = A[aBi3 + /JjLaBj] +. . • + yA + Y2C2 +• • •• 
Da nun nach der Annahme [aS]==0 fein foll, fo hat man 

= [aS] = yi[aCi] + y^LaC^] + • • ', 
da [aaBJ, [aaBj], • • • null find. Da nun a nicht in Q, Cj, • • • 
enthalten ist, fo find [aCi], [aCa],--- multiplikative Kombina- 
tionen, stehen alfo in keiner Zahlbeziehung zu einander. Somit 

folgt aus der obigen Gleichung, = yi[aCi] +y2[aC2] H , 

dass yi, y2, • * • alle null find (nach 16). Folglich ist 

S = ft[aBJ+iJ2[aB2]+-.- 
= [a(ftBi + ftBa +••)] = [aP], wenn 

P = /JjBi + ^282 + • • 
gefetzt wird. 

83. Wenn eine Summe S einfacher Grössen mit jeder 
von m, in keiner Zahlbezieliung zu einander stehenden Grössen 
erster Stufe a^, •••a^a äusserlich multiplicirt null giebt, fo 
lässt fleh S als äusseres Produkt darstellen , in welchem ai • • • a^^ 
Faktoren find, d. h. in der Form 

S = [aia2 • • • ^aßrni 9 

wenn = [aiS] = [ajS] = • • • = [a^SJ. 
Beweis. Es feien ei**«en die ursprünglichen Einheiten, 
fo lassen fleh (nach 20) zu af- • >9i^ noch n — m andere Grössen 
am+i- • -an der Art- hinzufügen, dass fich Ci- • -en aus ai« • • -an 
numerisch ableiten lassen. Demnach lassen fich auch alle in 
S vorkommenden Grössen erster Stufe aus a^ • • • • a^ numerisch 
ableiten. Nun ist angenommen [aiS] = , folglich lässt lieh 
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(nach 82} 6 in der Form S = [a^Si]^ dai^tellen. Hier ist Si 
wieder eine Summe einfacher Grössen. Stellt man die ein- 
fachen Faktoren diefer Grössen als Vielfachenfumme von 
ai'-^-a^ dar, fo kann man, ohne den Wcrth der Produkte 
zu ändern, (nach 67) in allen diefen Vielfachenfummen das 
Glied, was ai enthält, weglassen. Nachdem dies g^escheben^ 
habe fleh S^ in Pi verwandelt, fo ist 

S = [aiSi] = [aiPi], 
wo Vi nur aus den Grössen a2* * * a,^ hervorgegangen ist (kein 
ai enthält). Nun ist ferner [838] = 0, d. b. 

0==[a2aiPi], oder (nach 55) [aia2Pi] = 0. 
Da nun aiPi nur aus den Grössen a2****au erzeugt ist, 
fo mliss (nach 81) entwed^er ai oder [a2Pi] null fein. Das 
erste ist gegen die Annahme, alfo a2Pi = 0. Somit muss P^ 
in der Form [8282] darstellbar fein; hier kann wieder in S2 
die Grösse aj fortgeschafft werden, ohne den Werth des Pro- 
duktes a2S2 zu ändern; es fei Pi= [a2S2] = [a2P2], wo P2 
nur noch aus 83- •••a^ erzeugt ist (obne a| und 82), fo ist 
S = [aia2P2]. ^^^^ ist [a3S]=0, alfo [a3aia2P2] =0, oder 

[aia2a3P2]=0. 

Da nun [83 P2] nur aus 83 a,^ erzeugt flnd, fo muss 

(nach 81) entweder [aiaa] null fein, oder [a3P2]. Ersteres 
ist nicht möglich, weil fönst (nach 61^ zwischen a^ und 82 
eine Zahlbeziehung herrschen würde, gegen die Vorausfetzung. 
Es muss alfo [a3P2]==0, alfo P2 in der Form darstellbar P2 
= [83^3] > wo wieder P3 nur aus 34- • -an erzeugbar ist u. f. f., 
bis endlich 

S = [aia2-- •a^Sjn] 
wird. 

84. Wenn eine Summe S von Grössen m-ter Stufe mit 

jeder von m Grössen erster Stufe a^ ao^, die in keiner 

Zahlbeziehung zu einander stehen, äusserlich multiplicirt null 
giebt, fo ist S dem äusseren Produkte diefer m Grössen kon- 
gruent, d. h. wenn 

= [a^S] =. . .= [a^S], fo ist S = [a^ • • .;aj. 

Beweis. Dann ist (nach 83) S in der Form [aj a^S^l 

darstellbar, hier muss, da S ein Ausdruck m-ter Stufe ist. 
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Sm von nuIRer Stufe, alfo eine Zahl Tein und dann können 
wir (nach 2) statt S = [ai • • • amSm] schreiben 
S^[ai---aJ. 

85. Wenn es m -}- 1 Grössen ai- • • »a^-f.! giebt, deren 
jede mit einer Summe S von Grössen m-ter Stufe äusserlich 
multiplicirt null giebt, fo ist entweder S == oder [ai • • -3^4.1] 
= 0. 

Beweis. Gefetzt, es fei [ai^'a^+i] nicht null, alfo 
auch [ai • • • a^] nicht null , alfo ai a^^ in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehend, fo ist, da auch [aiS] = [a^S]* • • 
= [BinS] =0 Ist, (nach 84) S = a[ai • • -am]. Nun foll aber 
auch [a^i+iS] = 0, alfo a[ai • • • a^+i] = , alfo, da [aj • -an^+t] 
nach der Annahme von null verschieden ist, fo muss a = 0, 
alfo auch S=a[ai • • .anJ=0, d. h. es ist entwender [ai • • -am-fi] 
oder S null. 

§. 4. Ergänzung der Grössen in Bezug auf ein Hauptgebiet. 

86. Erklärung. Hauptgebiet nenne ich das Gebiet 
der ursprünglichen Einheiten, aus welchen alle der Betrach- 
tung unterworfenen Grössen hervorgegangen find. 

87. Zwei einfache Grössen A und B lassen fleh, wenn 
die Summe ihrer Stufenzahlen die des Hauptgebietes um y 
übertriiFt, in der Form darstellen 

A = [CAJ, B = [CBJ, 
wenn C eine einfache Grösse von y-ter Stufe ist. 

Beweis. Es fei a die Stufenzahl von A, /3 die vgn 
B, n die des Hauptgebietes, alfo 
a + /3 = n -}- y. 

Dann haben (nach 26) die Gebiete A und B mindestens 
ein Gebiet (a + /* — 'n)-ter, alfo y-ter Stufe gemein. Es fei 
C eine Grösse y-ter Stufe diefes Gebietes, fo ist C fowohl 
der Grösse A, als der Grösse B untergeordnet, alfo (nach 
79b) A in der Form [CAi] und B in der Form [CBJ dar- 
stellbar. 

88. Einfache Grössen (n - l)-ter Stufe in einem Haupt- 
gebiete n-ter Stufe geben zur Summe wieder eine einfache 
Grösse (n— l)-ter Stufe. 
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Beweis. Es feien A und B die beiden Grössen (n — l)-ter 
Stufe, welche in einem Hauptgebiele n-ter Stufe liegen; fo 
müssen He, da die Summe (2n — 2) ihfer Stufenzahlen die ^ 
des Hauptgebietes um n — 2 übertrifft,* (nach 87) in der Form 

A=^[Ca], B = [Cb]* 
darstellbar fein, wo C eine Reihe ton n'"-2 ernftichen Fak- 
toren erster Stufe darstellt, a und b aber Faktoren erster 
Stufe nnd, alfo 

A + B = [Ca] + [Cb] = [C(a + b)] [44]. 

Hier ist a + b, als Summe zweier Grössen erster Stufe, 
wieder eine Grösse erster Stufe, alfo ist A + B als kombi- 
natorisches Produkt von n -— • 1 Grössen erster Stufe darstell- 
bar, alfo felbst eine Grosse (n — l)-ter Stufe. 

Annu Hat man in einem Haiiptgebiete n-ter Stufe zwei Grössen 
AundB, deren Stufcnzalilen grösser als 1 und kleiner als n-r— 1 find, 
Xo giebt ihre Summe im Allgemeinen nicht mehr eine einfache Grösse. 
So z. B. lässt fich., wenn a, b, c, d vier in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehende Grössen erster Stufe find , die Summe S =r ab -f* cd 
nicht mehr in Form eines kombinatorischen Produktes von Faktoren 
erster Stufe darstellen. In der That müsste dann (nach 60) 

[SSJ=0 
fein, alfo 

= [S S] = [(ab + cd) (ab + cd)] = [abcdj + [cdab] , 
da [abab] und [cdcd] (nach 60) null find. Aber da (nach 58) [cdab] 
= [abcd] ist, fo hätte man dann 

= 2[abcdJ , 
d.h. es müsste [abcd] null fein, alfo (nach 66) a, b, c, d in einer 
Zahlbeziehung zu einander stehen, gegen die Vorausfetzung. Alfo ist 
S dann nicht in Form eines kombinatorischen Produktes von Grössen 
erster Stufe darstellbar, und ist alfo dann eine zufammengefetzte Grösse. 

89. Erklärung. Wenn in einem Hauptgebiete n-ter 
Stufe das kombinatorische Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten ei, e2, *** Oj^ gleich 1 gefetzt ist, und E eine Einheit 
beliebiger Stufe, d. h. entweder eine der ursprünglichen Ein- 
heiten oder ein kombinatorisches Produkt von mehreren der- 
felben ist, fo nenne ich „Ergänzung von E*' diejenige 
Grösse, welche dem kombinatorischen Produkte E' aller in E 
nicht vorkommenden Einheiten gleich oder entgegengefelzt 
ist, je nachdem [EE^ der abfoluten Einheit gleich oder ent- 

gegeiigefetzt ist; ich bezeichne die Ergänzung einer Grösse 

4* 
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durch einen vor das Zeichen der Gröisse gefelzten vertikalen 
Strich, alfo die von E durch |E. Die Ergänzung^ einer Zahl 
fetze ich diefer Zahl gleich; alib: 

|E = [EE']E', 
wenn E und E^ die einfachen Faktoren ei • • • • e^ enthalten und 

[eie2---ej = l 
ist; und 

|a = a, wenn a eine Zahl ist. 

Anm. Bei der Definition ist Torausgefetzt, dass [£E'] nur ent- 
weder + 1 oder —1 fein könne. In der That, da E und E' kombi- 
natorische Produkte der ursprünglichen Einheiten find und^E' alle 
in E fehlenden Einheiten enthält, fo unterscheidet- Heb [EB'] von 
[e|e]-*-«en] nur durch die Folge feiner Faktoren, uud beide find alfo 
(nach 57) einander entweder gleich oder entgegengefetzt, alfo da 
[eiCj . . .e J = 1 ist , fo ist [EE'] = + 1. 

90. Erklärung. Unter der Ergänzung einer beliebigen 
Grösse A verstehe ich diejenige Grösse ]A, die man erhält, 
wenn man in dem Ausdrucke, welcher die numerische Ab- 
leitung jener Grösse aus den Einheiten darstellt, statt jeder 
diefer Einheiten ihre Ergänzung fetzt, d. h. 

KoiEi + ajEa +--0 = ai|Ei + a2|E2 -f- , 

wo El, E2, ••• Einheiten beliebiger Stufen find. 

Zufatz. Wenn n die Stufenzahl des Häuptgebietes und 
a die der Grösse A ist, fo ist n — a die der Ergänzung. 

Anm. Der vertikale Strich erscheint alfo nach diefen Definitionen 
mit den Eigenschaften eines Faktors. Es hat diefer Faktor, wie fich 
weiter unten zeigen wird, eine auffallende Analogie mit dem imagi- 
nären Ausdruck Y — 1, fo dass man ihn unter gewissen Umständen 
dadurch erfetzen kann. Den vertikalen Strich habe ich gewählt, um 
darauf hinzudeuten, dass, wie ich unten zeigen werde, diefe Ergän- 
zung geometrisch durch das auf einem gegebenen Gebilde fenkrecht 
stehende Gebilde dargestellt wird. 

91. Das äussere Produkt einer Einheit in ihre Ergän- 
zung ist 1 , d. h. 

[E1E] = 1. 
Beweis. Wenn E' das kombinatorische Produkt aller in E 
nicht enthaltenen ursprünglichen Einheiten ist, fo ist (nach 89) 

|E =± + E', je nachdem [EE'].=: +1, 
Alfo wenn das untere Zeichen gilt, fo ist 

[E;E] = [EE'l = 1 
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und wenn das obere gilt, fo ist 

[E|E] = - - [EEI = — (— 1) = 1. 

92. Die Ergänzung der Ergänzung einer Grösse A ist 
diefer Grösse A gleich oder entgegengefetzt, je nachdem das 
Produkt der Stufenzahlen diefer Grösse einerfeits und ihrer 
Ergänzung andrerfeits gerade oder ungerade ist, d. h. 

||A = (-1)<?A, 
wenn q die Stufenzahl von A und r die von |A ist« 

Beweis. Angenommen fei zuerst, dass A ein kombi- 
natorisches Produkt der ursprünglichen Einheiten fei, und B 
= |A feine Ergänzung, fo enthält nach der Definition B alle 
die Einheiten, welche dem A fehton, und zwar fo, dass 
A|A = 1, alfo 

AB = i 
ist. Die Ergänzung von B wiederum ist, da A alle Einheiten 
enthält die der Grösse B fehlen, (nach 90) der Grösse A 
gleich oder entgegen gefetzt, je nachdem BA der abfoluten 
Einheit gleich oder entgegengefetzt ist; nun ist (nach 58) 
BA = ( — 1)^AB, wenn q und r die Stufenzahlen von A und 
B find; alfo, da Aß = l ist, 

BA = (- 1)^, 
fomit auch die Ergänzung von B gleich -^ A oder — A, je 
nachdem (— 1)^ gteich -f- * oder — 1 ist, d. b. 
|B = (-l)<i'A. 

Aber B war gleich |A angenommen, fomit 
||A = (~l)q'A, 
wenn A ein kombinatorisches Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten ist. 

Es fei zweitens A eine beliebige Grösse q-ter Stufe, 
ihre Ergänzung von r-ter Stufe, und fei 

A = (Xfßi 4- 02^2 -{"''» 

WO El, E2, • - - • kombinatorische Produkte der ursprünglichen 
Einheiten, a^, «2? "* Zahlen find, fo ist (nach 90) 

|A = ai|Ei + (X2!E2 +••••, 
fomit, da |Ei, IE2 wieder Einheitsprodukte find, 

||A = ai[|Ei + a2||E2 +••••. 
Nun find Ei, E2, • • • von gleicher Stufe mit A, alfo von 
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q-ter Sture, und ihre. Ei^änzungßii von r-ter ^tufe; alfe ist 
nach dem ersten Theile des Beweifes ||Ei = (— l)^''Ei, \% 
= (— 1)^% u. f. w., fomit 

93. Ist die Stufenzahl (n) des Hafuptgebietes ungerade, 

fo ist 

||A = A. 

Ist li gerade, fo ist 

wenn q die Stufenzahl von A ist. 

Beweis. Denn dann ist die Slufeazahl von |A gleieh 
(n— q), alfe (nadi Sf) ||A3=(— 1)^'^-*>A. Ist nun n un- 
gerade, fo ist entweder q oder n — q gerade, alfo ( — f )^(«^-t^ 
= 1 und alfo dann ||A = A. Ist n gerade, fo ist q(n — q) 
gerade oder uri'gerade, je nachdem q es ist, alfo dann (— l)^ca-<i) 
= (-^4)S und ||A = (^l>iA. 

Anm. Sind q tind r beide ungerade, wie z. B. wenn man die 
Ergänzungen von Grössen erster Stufe in einem Gebiet zweiter Stufe 
betrachtet, fo wird ||A?= — A, fo dass alfo in diefem Falle das 
Zeichen | denfelbcn Gefetzen unterliegt wie i = Y — 1 , und wir er- 
halten daher hier eine reelle Bedeutung des Imaginären. ' Es wird 
fleh bei der Anwendung auf die Geometrie zeigen, dass Strecken, 
d. h. Linien von ' bestimmter Richtung • und Länge aU Grössen erster 
Stufe ^u betrachten find , und dass in Bezug auf ße die Ebene als 
Gebiet zweiter Stufe erscheint, fo dassalHo hier. .der obenerwähnte 
Fall, wo ||A = — A ist, eintritt. Ich werde zeigen, dass die Bi^ 
gänzung einer Strecke, wenn man als ursprüngliche £inheit;en zwei 
gegeneinander fenkrechte Strecken von gleicher Länge annimmt, die 
auf ihr fenkrechte Strecke ist, und man (ieht daher .schon hier, dass 
die reelle Bedeutung, die wir hier dem Imaginären beilegen,, genau 
der geometrischen Bedeutuag desfelben, wie ße von Gauss zuerst 
aufgefasst wurde, entspricht j nur dass die fc Bedeutung hier in allge- 
meinerer Form hervortritt. 

§.5, Produkt in Bezug auf ein Hauptgebiet. 

94. Erklärung. Wenn die Summe der Stufenzahlen 
zweier Einheiten kleiner oder ebenfo gross ist als die Stufen- 
zahl n des Hauptgebietes, fo verstehe ich unter ihrem pro- 
gressiven Produkte ihr äusseres Produkt, jedoch mit der 
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Bestimnung, dass das progressive Produkt der n ursprüng- 
lichen Einheiten 1 fei. Hingegen, wenn diiß Summe der Stufen- 
zahlen zweier Einheiten grösser ist als die Stnfenzahlen (n) 
des Hauptgebietes, fo verstehe ich unter ihrem regressiven 
(eingewandten) Produkte diejenige Grösse, derpn Ergänzung 
das progressive Produkt der Ergänzungen jener Einheiten ist. 
Das progressive und regressive Produkt ft^^se ich zufammen 
unter dem Namen des auf ein Hauptgebiet bezüglichen 
Produktes. Die Bezeichnung ist für alle.diefe Produkte die- 
felbe, nämlich die einer das Produkt umschliessenden Klam- 
men Alfo 

|[EF] = [|E|F], 

wenn die Summe der Stufenzahleh vcn E und F kleiner ist 
als die Stufe (n) des Hauptgebietes ^ und 

[eie2---ej = i, 
wenn ei, 63, e,| die Reihe der ursprünglichen Einheiten ist. 

Anm. Auf die hier behandelte Multiplikation und auf die al^ 
bnische lassen fich alle Multiplikationen , die überhaupt fa^ dSe 
Wissenschaft von Interesse Xkid, zur Üjckf Uhren; Es koinint daher n«r 
darauf an, diefe beiden Multiplikationsgattungen von einander dureh 
die Bezeichnung unzweideutig zu unterscheiden.- Wenn man bei der 
algebraischen Multiplikation alle überfLüssigen Klammem vermeidet) 
alfo nie ein algebraisches Produkt, welches mit eine)r aitde^n 
Grösse durch Addition, Subtraktion,: Multiplik(itiOB , Bivifion ^ vär- 
bonden werden foH, .durch eine Klammfer uimsehlieast, fb wird elae 
in diefen F&lien angewandte Klammer stets -dn uazw^deatlgcv Zechen 
der bezüglichen Multiplikation fein. In denjenigen FäUan, wo 
da^ algebwsche Produkt fo verknüpft wird, dass eine If^ammut' 
fetzung nOth^ wird, alfo wenn das Produkt potenzirt -oder loyaiith- 
mirt werden foll, oder in ein Funktionzeichen (Wozik audh gajoan^b- 
Zeichen, DifferenoiaJbeiichQn u* f* w; ge)fechviet wer^DlWifneiO 'einyftckti 
fo wird wieder alle Zweideutigkeit - gehoben, wenn; um« in,jiiafem 
Falle entweder fär die bezügliche Multiplikation iwoi Klammprn an- 
wendet, oder, was bequemer erscheint, für diefe FftUe dem alge- 
braischen Produkte stets die runde Klammer, dem bezüglichen die 
eckige zuweift, wfihrand man in äen erstgenacmten FäUien nkch Bc- 
quemliabkeit über beide vbrfUgt. Ea ist üo<^ zu.er^jftliQeii, Qaini' die fi;e- 
wählte Beis^hnuDg für die verschiedenen Arien der^ezllglicheii Multi- 
plil^ation, fobald das. Hauptgebiet gekannt ^st, durchaus zureichend 
ist und keinen VcrwechfeluDgen Raum giebt, und dass die Kechnungs- 
gefetze überall diefelben Und , und nur noch von den Stsfenzablen der 
zu terknüpfenden Grössen und von der des fiailpige/bieles Abtäingen. 
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99. Wenn q und r die Stufenzahlen zweier Grössen 
A und B flnd, und n die des Hauptgebietes, to ist die Stufen- 
zahl deä Produktes [AB] erstens gleich q + '9 wenn q + r 
kleiner als n ist, zweitens gleich q-f-r — n, wenn q + r 
grösser oder ebenfo gross als n ist, in beiden Fällen alfo 
kongruent der Summe der Stufenzahlen in Bezug auf d^n 
Modul, n, d. h. wenn 

C=5=[AB], fo ist 

s ^ q + r (Modul, n) , 
wo q, r, Sy n bel2sieihlich die Stufenzafalen von A, B, G und 
vom Hauptg^biete find. 

Beweis. Ist q + r <: n und A = [aiaa •• -aq], B = 
[biba • • • bj, wo ai • • • a,, bi • • • bp Grössen erster Stufe find, 
fo ist [AB] als progressives Prödvdct zu betraditen, alfo 

C = [AB] = [(aja, • • • aq) • (bib, • • • b,)] 

= [8182 • • • aq bibj • • • b J [79], 

alfo (nach 77) die Stufenzahl des Produktes =: q -f- r. Wenn 
q + r = n ist, fo wird, da (nach 04) das Produkt der n Ein- 
heiten = 1 geretzt ist, und alfo auch das iProdukt von n 
Grössen erster Stufe eine Zahl wird, die Zahlen aber (nach 
77) als Grössen nuliter Stufe aufzufassen 'find, die Stufenzahl 
des Produktes gleich , alfo = q -f- r — n. Wenn endlich 
q + r grösser als n ist, fo ist (nach 94), wenn A und B 
Einheiten beliebiger Stufen find, 

|C = [|A|B> 
Aber (nach 90) find die Stufenzahlen von |A, |B, |C gleich 
n — q, n — r, n — s; nun ist n — q + n— r=n— (q + r — n), 
alfo kleiner als n , fomit ist (nach dem Masten Theile des Be- 
weifes) die Stufeiizahl des Produktes [{A|B] gleich der Summe 
der Stufenzahlen feiner Faktoren, alfo 

n — 8=^n — q + M — r* <'•'*• s==q-|-r — n. 
Somit gilt das zu erweifende Gefetz für den Fall, dass 
A, B7 C Einheiten beliebiger Stufen find. Da nun aber jede 
aus den Einheiten numerisch abgeleitete Grösse mit den Ein- 
heiten von gleicher Stufe ist,* fo gilt der Satz auch fiir be- 
liebige Grössen. 

96. Wenn n die Stufenzahl des Hauptgebietes ist, fo 
ist die Stufenzahl eines beliebigen auf dies Gebiet bezüglichen 
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Produktes der Summe der Stufenzajhlen feiner Faktoren kon- 
gruent, in Bezug auf den Modul, n, oder die Stufenzahl des 
Produktes ist gleich dem^ Divißonsreste, welcher bleibt, wenn 
man die Summe der Stufenzahlen alter Faktoren durch die 
Stufenzahl des Hauptgebijietes dividirt; alfo wenn 
R=[ABC....] ist, fo.ist ^ 
Q = a + ß + Y+'^ (Mod. n), 
wenn 5, a, /?, y, ••• die Stufenzahl^n von R, A, B, C, ••• 
find und n die des Hauplgebietes ist. 

Beweis. In 95 ist. gezeigt, dass die Stufenzahl des 
Produktes zweier Grössen der Summe der Stufen;&ahlen diefer 
Grössen kongruent ist, in Bezug auf den Modul, n* Tritt nun 
zu dem. Produkte noch ein Faktor hinzu,, fo biejbt aus gleichem 
Grunde das Gefetz^nQch bestehen u. f. f., alfo. gilt es für be- 
liebig viele Faktoren. Da nun die Stufenzahl immer kleiner 
als n und nie negativ ist, fo gilt der Satz auch in der zweiten 
Fassung. 

Anm. So z. B. ist die Stufeiizahl eines Produktes von 7 Fak- 
toren ^ter Stufe, in Bezug auf ein Hauptgebiet 4-ter Stufe, gleich 1 
(f. Grelle Journal B. 49, p. 64). 

97. Das Produkt der Ergänzungen zweier Grössen ist 
die Ergänzung des Produktes diefer Grössen, d. h. 
[lAjB] = |[AB]. 

Beweis 1. Wenn die Stufenzahlen et und j? der Grössen 
A und B zufammen kleiner find als die Stufenzahl n des Haupt- 
gebieles, d. h. a + /^ < ". 

Dann fei A = ^OrKy B = ZÄ^TT wo E„ F^ Einheiten 
find, fo ist (nach 90) 

|A = 2;^^und |B = Zffir 
Alfo 

[|A|B] = [ ZSjETZ^ ] = Zc^lEjFJ [42] 

= Z^APrFJ [94] 

= |ZaA[E,FJ_ [90] 

= |LZ«rErZ^aPs] [42] 

= i[AB]. 
2. Wenn a + ß ^=n ist, dann gilt der Satz zunächst 
für die Einheiten. 
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Es feien E und F Einheiten, d. h. kombinatorische Pro- 
dukte der ursprünglichen Einheiten ei*--*en. Enthält zuerst 
E eine ursprüngliche Einheit, die auch in F vorkommt, To 
können in E und F, da fle zufammen nur n einfache Faktoren 
enthalten, nicht alle ursprünglichen Einheiten vorkommen; es 
muss alfo mindestens eine diefer Einheiten , etwa e^, in beiden 
Grössen E und F fehlen ; nun enthält |E alle ursprüngliGhen 
Einheiten die in E fehlen, alfo auch Ci, und |P alle die in 
F fehlen, alfo auch e^, fomit enthalten {E und JF beide die 
ursprüngliche Einheit Ci, es ist alfo (nach 60) [|E|F] = 0, 
aber auch [EF] = 0, da E und F nach der Annahme beide 
ein und diefelbe ursprüngliche Einheit enthalten, foinit 

riEIF] = [EF]. 
Wenn zweitens E keine ursprüngliche Einheit enthält, die 
auch in F vorkommt, fo muss, da E und F im Ganzen n Fak- 
toren enthalten , deren jeder eine der ursprünglichen Einheiten 
ist, [EF] ein Produkt fiimmtlicher n Einheiten fein. Dann 
aber ist (nach 90) 

|E = [EF]F und |F = [FE]E , 
Ivb [BF] und [FE] nur entweder -f- 1 oder - 1 find. Dann ist 

[|E|F] = [EF][FE][FE]. 
Aber [FE]DPE] ist entweder 11 oder (- 1)(~ 1), alfo 
beidemale 1. Somit ist 

[|E|F] = [EF], 
wie im vorigen Falle. Da nun [EF] eine Zahl ist, fo ist 
(nach 90) [EF] = |[EF]. Somit in beiden Fällen 

[|E|F] = |[EF]; 
Da nun das Gefetz für Einheiten gilt, fo folgt ganz wie 
in Beweis 1, dass es auch für beliebige Grössen gilt, voraus- 
gefetzt, dass die Summe der Stufenzahlen n fei. 

3. Wenn a + jJ > n , dann fei A = | A' und B = |B'. 
Ist nun zuerst n ungerade, fo ist (nach 93) 

|A = ||A' = A' und ebenfo |B = ||B' = B'. 
Alfo 

[|A|B] = [A'B'] = ||[A'DT (nach 93). 

Aber da die Stiifeazahl von A' und B' beziehlich = n — a, 

n- ß Tmd (90 Zuf.), fo find die Stufenzahlen von A' und B' 
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OTfai«»«fMiWMliwr =» 2ii — a ~ /? =3 n -- (a + /J -- «). Nun 
km a + ß — n pQffHiVf d» a 4- ß naidi <tor AiNi«hmo grösser 
als n isiy fomit ist n - (a + /J — n) <• n, aUo di« Stamme 
der SUifeBzaUen von A' vmA B^ kleiner ab n. AUo ist nach 
Bewds 1 |[A'B'] =i [tA^B'] = [A»]. Alfo 

1|[A'B'] = |[AB], aber auch ||[A'B'J=[!A(e], 
^e dbm geasei^, aifo 

[1A|B] = 1[AB]. 

Zofatz. Wenn das Produkt zvrerfer Grösi^i^n ein pro- 
gressives isl> To Ist das ihrer Brgämtfngen ein 4'egres9ives, 
vorausg efetBt , dass man das Produkt nullter Stufe zugleich 
als ein progressives und als ein regressives betrachtet. 

Beweis. Denn ist [AB] ein progressives Produkt, fo 
ist a -{■' ß^=:<^ B, wenn a und ß die StuTenzahlen von A und 
B lind. Dann find die der Ergänzungen n — a und n -- ß, 
aber n — a — /?=:>-0, aifo auch n — a + n — ß^=='>'Xi, 
d. h. das Produkt der Ergänzungen ein regressives. 

98. Das Produkt der Ergänzun(|[en Sichrerer Grössen 
ist die Ergänzung des Produktes diefer Grausen, d. h. 

[|A|B|C---] = ![ABC...]. . . 

Beweis. Es gelte der Satz für m Faktoren ^ d. hi es fei 

[|Ai|A,.....|AJ = |[AiA,...AJ, 

Fo gilt er auch für m -f I Faktoren Denn es komme noch ein 

Paktor |An-fi ^"^ beiden Seiten obiger Gleichung hinzu, fo ist 

[(Ax|A, . . . I Aa' A„+i] = [iCAiAa .... A J|A^+i] 

= l[AiA2...tA„A«^,] . [97]. 

Gilt der Satz alfo für ingend eine Faktorenzahl, .fo gilt 

er auch für die nächst höhere, alfo auch für jede höhere 

Faktorenzahl. Da er nun (nach 97) für zwei Paktoren gilt, 

fo gilt er .auch für beliebig viele. • 

99. Ins Befondere ist 

, [|a|b...] = |[ab'..], 
wenn a, b, •• Grössen erster Stufe find. 

Zufatz. Es folgt hieraus,' dass das regressive Produkt 
als ein .kombinatorisches betrachtet werden kann, dessen ein- 
hohe Faktoren von (u— l)-ter Stufe find. 

5 



IM^ Die Ergftnsfing eines Polynems ei4tftlt man, indeni 
imn, ohne, die Vorzeichen der Glieder su Mfdern, ven jedem 
die Ergänzung nimmt, d. fa. * 

((A + B + ) =.|A + |B + . 

Beweiß. Es fei A == XoJEr? B — ^ßfity • * • fo iß* 

|(A + B+..0_ ^ 

= Z(a> + A +j; ;0|Er [90] 

, =Zar|ßr+Z/^r|E, + ---=|Z^+lZP7T--- 

= (A + |B -^ . 

101. Eine Gleichung, in welcher Iceine andern Ver- 
Icnfipfungen als die in Kap. 1 und 3 behandelten vorkommen, 
bleibt auch bestehen, wenn man statt der darin vorlcommenden 
Grössen ihre Ergänzungen fetzt, d. h. wenn 

f(A, B,...) = y(A', B', .-.) 
ist, wo f und 9 Zeichen von Verknüpfungen iiud, die den 
genannten Kapiteln angehören, fo ist 

f(A, |B, ...) = sp(|A', |B',...). 
Bewei«. Da gleiche Grössen, derfelben Verknüpfung 
unterworfen, Gleiches liefern, fo muss, wenn 

f(A, B,...) = »CA', B', ...) 
ist, auch 

|f,A, B,. .) = ;«>(A', B',...) 
fein. Nun können keinB andern Verknüpfungen vorkommen 
als Addition, Subtraktion und die bezügliche Maltiplikation, 
zu welcher auch die Multiplikation mit Zahlen gerechnet wer- 
den darf. Für Addition und Subtraktion "ist in Satz 100 be- 
wiefen, dass man, statt yon der Verknüpfung, von den Ver- 
knüpfungsgliedcrn die Ergänzungen nehmen kann, uad dasfelbe 
gilt (nach 99) von der bezüglichen Multiplikation, aUb für 
alle auf beiden Seiten vorkommenden Verknüpfungen. 

Anm. Es tritt hierdurch- die volle Reciprocität zwist^en belie- 
bigen Grössen und ihren Ergänzungen, alfo überhaupt zwischen Grössen 
m-ter und (n — m)-ter Stufe hei'vor, wenn das Hauptgebiet von nrter 
Stufe ist, namentlich idt die Reciprocität zwischen Grössen enternnd 
(n — l)-ter Stnfe von Interesse. Noch ansohaulicher. wird lieh diefe 
Reciprocität weiter unten entfalten. 
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tOtt« Wenn E> F, 6 EbAeiten fiiid, deren StufenMhlen 
zurammen n (Stufenzahl des Hauptgebieies) betragen, fo ist 
[EF.E6] = [EFG] E. 

Beweis. Wir können zwei Fälle ^pterscheiden, ent- 
weder [EFG] enthält gleiche Faktoren oder nicht. Enthält es 
gleiche, fo muss, da die Anzahl feinar einfadien Faktoren, 
nach der Voransfetzung, gleich n, 'gleich der Anzahl der nr- 
qMTäflglich^n Einheiten ist, eine diefer BinheHen, etwa e^, 
anter den 1?aktoxen von [EFG] fefateir. 

Nnn M [M]=sfO, fo mms (nach €9) Q diefen meh in 
[Sf] fehtonden Faktor e^ enthalten; ebenfo Tei [EG]e=|R, fo 
muss R dielen Faktor gleichfalls -eitthatteB. Alfo ist danii 
(nach «0) [QRJ gfoich null. Nun ist 

[BF- Ee],= [lojR] = \vm mi 

alfo gleich der Ergänzimg' von [QR]==^Oj alfo (nach^891 folbsl 
null. Aber es ist auch [EFG], da es- naäb der Annahme 
gleiche Faktoren enthält, null, fonrit beide Seiten der zu- er-, 
weifenden Gleidiung nfull. - 

Wenn dagegen [EFG] keine gleichen Faktoren enlfiäU, 
To muss es, da es n Faktoren enthalte foU und zwar keine 
mdern als ursprüirgliche Einheiten, ein Produkt der n ur- 
^rüngliehen Einheiten fein. Dann ist (nach 89) 
|G = [GEF][EF], [F = [FEG][EG]. 
Da hier [6EF] und [FEG] als Produkte fämmtlidier Ein* 
heiten Ci, • • • e^ gleich + [etCa • • -ej , alfo (nach 94) == + 1 
find, und die Multiplikation + 1 gleiches Refultat mit der 
Divifion durch ^ i liefert , fo können wjr die obigen . Glei- 
chungen auch fo schreiben: 

[EP] = [GEF]|G, [EG] = [PEG]jF. 
Dann wird, da man überdies Zahlfektoren beliebig ordnen 
darf, 

[EF . EG] = [GEF][FEG][|G|F] = [GEF][FEG]1[GF] [97] 

=[GEF][FEG][GFE]E [89]. 

Nun ist [EF] = + [FE] (nach 58). Verlauscht man alfo 

in dem gewoonenen Ausdrucke zweimal E mit F, fo bleibt 

fein WeFth ungeändert, und fo wird, er^ 

= [GEF][EFGXGEF}E.' 



68 \ 

At»er fia [6£F] = + i tetf fo wird {aE¥l«SF] » t und 
foBiit erhfth man 

[EF EG] = [EFG)E. 
.103. Wesn A, B, C einfaillLe Grössen fliid und die 
Summe ihrer Stufenzahlen gleich der SluCens^ftbl n des Haupt- 
gebietes ist, fo ]i»t 

[ABAG]t==iABG]A. 
Beweis.' Angenommen, die Formel 103 grite fttr den 
Fall, dass A, B, C keine, andern Faktoren enthalte als die« 
wetohe einer g^eg ebenen Reihe von n Grossen enster Stufe 
ai, 8], 83, •-• angehören y far2^ige ich, di^Eis ße weh noch 
gelte, wenn man atatt einer diefer n. Gr#(85en, etw^ statt ai, 
eine aus ihnen numerisch abgeleitete Tetzi, etwa a' =1X181 + 

^a, -f " * ==^ ^a,ar. Es kann ai entweder in A oder B oder 
C enthalten fein. Ist ai in B enthaken, fo fei B = aiD, und 
verwandle fiCh 1^ durch die obige Substitution in B^=:a'D. 
Dann wird - ' • 

[AB' . AC] = [^2^a^l> • Ad] = 2.«rEAa,fr-AC] 

^ ' =Za.[Aa,DC].A, 

da nach der Annahme Formel f63 für den Fall, dass die 
betrachteten 'Grössen nur ai, 82, •••• als einfache Faktoren 
enthalten, gelten foll. Alfo ist 

, [AB' . AC^ = Xa,[AarDC] '• A = [ A^i^c^^DC] A 

= [AVDC]A = [AB'C]A. 
Genau dlefelben Schlüsse gelten, wenn ai in C enthalten 
ist. Es bleibt alfo nur der Fall zu behandeln, wo ai in A 
enthalten ist. In dlefem Falle verwandle fich zunächst a^ in 
a' = a^^i -J- Oaaa , und fei A = [ajO], alfo 

A' = [a'D] = ai[a,D] + a2[a2D] 
= aiA + a2[a2D] * 

Sollte 82 liodi in D enthalten fein, fu wäre der letzte 

Summand (nach GO) null; es Verwandelte fich alfo A' nur in 

fein Vielfaches, alfo würde dann 

[A'B.Ar] = a2[-AB.AC] = a2[ABC]A ' 

= [aABC]aA = [A'Be]A'. 

Alfo bleibt nur noch der Fall zu betrachten, Wo 82 in 

B oder in C, z. B. in'B, vorkommt. In diefem Falle fei 
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9ss[b^S}, Bs war, wie oben (*) fezeigt, A^=:aiA -f ce^fasD], 
und da a^ in B als Faktor enthallen ist, und alfo [a^DB] nuH 
wird, foist [A'B]=ai[AB]; ferner ist [A'C]=[(aiA+aj[a2D])C] 
= «i[AC] 4-02[«2l>C], alfo 

[A'B • A'C] = aJ[AB • AC] + «lOaCAB • asDC] 
= aJ[ABC]A + OiOaCAB-aaDC], 
Aber [AB-aaDC] = [aiDaaEaaDC] = — [a^DaiEaaDC] (55) 
= — [a2DaiEC][a2D]. Letzteres nftmlich ist <ler Fall, da die 
drei Grössen [a2D], [aiE] und C keine andern Fiddoren ent^ 
halten, rislblche; die der Grössenreihe ai, a2, 83 ange- 
hören, und die Summe der StufenzaUen n ist, alfo die Bedin- 
pnfen tHe erlttHt find, unter d^en die Geituag der Formel 
[AB • AG] = [ABC] A angenommen war. Somit wird 

[A'B. A'C] = a;[ABC]A — ai02[a2DaiEC][aaD] 

= a;[ABC]A + öi«2[aiDÄ2EC][a2D] [55] 
= a;[ABC]A 4- öia2[ABC][aaD] 
= ai[ABC](a A + a2[a2D]) 
= [c^ABC].A' [*] 

= [A'BC]A'. 
Dasfelbe gilt, wenn aa in C statt in B enthalten WHr. 
Alfo ist gezeigt, dass die Formel immer bestehen bleibt, wenn 
man einen Faktor ai in Oiai -f 02^% verwandelt, alfo auch, 
wenn man diefen wieder in Oiai -f- ^^t 4- ^H verwandelt u. f. f. 
Es ist alfo jetzt vollständig ervjriefen, dass, wenn die 
Formel 103 für irgend eine Reihe von n Grössen erster Stufe 

ai9 a2 a^ gilt, welche die einfachen Faktoren der Grössen 

A, B, C bilden, fle auch noch bestehen bleibt, wenn man 
statt irgend eines diefer Paktoren eine aus jenen Grössen 
af-a^ numerisch abgeleitete fetzt. Da fich dasfelbe wieder 
auf die fo hervorgehende Reihe von Grössen anwenden lässt, 
fo folgt, dass die Formel auch noch bestehen bleibt,^ wcun 
man statt ^er einfachen Faktoren der Grössen A, B, C be- 
liebige aus jenen Grössen ai* • -an numerisch abgeleitete Grössen 

fetzt. In der That, es feien z. B. bj b,^ fplche aus ai a^ 

numerisch abgeleitete Grössen. Wie diefe auch beschaffen 
feien, immer wird fich (nach 17) unter ihnen ein Verein von 
m Grössen angebet) lassen, welche in keiner Zahlbeziehung 
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zu eimmder stehra, und «us denen ßoh, wenn m tfli^iiier als 
n ift, die übrigen numerisch ableiten Jessen. Es Teien nun 
bf'bgi dieFe Gröss€|n, aus denen b^^i h^ numerisch ab- 
leitbar find; dann kann man (naclr 20) statt m der Grössen 
^1'* "Ky ^16 Grössen bi« • -b^ in der Art einführen, dass das 
Gebiet der To erhaltenen Grössen dem Gebiete der Grössen 
ai-'-a^ identisch wird. Es feien ai--«äQK die Grössen, statt 
deren man in diefer Weife bi*«b,n einführen kann, fo wird 
nun das Gifbiet der Grössen ai • - a^ fdefüiscfii dem Gebiete 
der Grössen bj- ••b^av+i* • .Ab, oder, indem man^diefelbe 
Scblussfolge Schritt für Schritt anwendet: Bs wir^d 4iß fi^biet 
*itt2 ' ^ * All identfsoh d^m. iGfiihtet Msh* " '&ii> 
dies wieder identisch bjb^ * - - «n 9 

und endlich identisch bib^ * • • bo^Soi^.! • • • a^« 
Gilt nun Formel 103 für «i* '-ag^, fo gilt de auch, wenn 
man statt des Faktors ai die aus ai • • • a^ abgeleitete Grösse 
bj fetzt, alfo für bi, a^* • -a^. Da nun das Gebiet Si* • «an mit 
dem Gebiete bj, 82 - * «8^ identisch ist, und bs nach der Annahme 
aus Si« • -8^ ableitbar ist, fo ist es auch aus bi, 82 • * -a,^ ableit- 
bar, folglich bleibt Formel 103 noch bestehen, wenn man b, 
statt 82 fetzt, d. h für die Reihe b^, bj, 83" -80 u. f. f., endlich 
noch fttr die Reihe bj, bj • • b^^, b^^i • • • a^. Ferner, da nach der 
Annähme b„^i • • • b^ Ms b^ bj/xb^^ Sumerisch ableitbar 
dnd, fe bleibt nun 103 auch noch bestehen, wenn man nach 
und nach in der Reihe by • -bn^, Sa-fi- • a^, ^tatt am-fi- • 'Sii die 

Grössen b^^^i b^ fetzt, aifo auch für die Reihe bi* • -b^ 

d. h. für jede beliebige aus 81 • • • a^ numerisch abgeleitete 
Grössenreihe. Nun gilt aber 103 f3r die ursprünglichen Ein- 
heiten ei-^-e^ (nach 102), alfo für eine beliebige Reihe von 
Grössen etster Stufe, welche die einfachen Falttoren von A, 
B, C bilden, d. h. für beliebige einfache Grössen A, B, G. 

104. Auch wenn B und C zufammengefetzte Grössen 
find, A aber eine einfache Grösse und die Summe der Stufen- 
zahlen von A, B, C gleich der Stufenzahl des Haupftgebietes 
ist, fo ist 

[AB-AC] = [ABC]A. 
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Beweis. Es fei 

wo Er und Fg Einfieitsprodukte flnd, To ist 

[AB . AC] = ZraÄS^FJ [45] 

= Zßrys[^rPsV^ [103] 

= [AZ/?A2^ysFJA [45] 

=*: [ABC]A. 

Anm. Diefer Satz gilt im Allgein6iaen nicht mehr, wenn A eine zu- 
fammeugefetzte Grösse ist. Ist z. B. A = ab4- cd, wo a, b, c, d in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen follen, und ist B = c, C = d, fo wird 
in Bezug auf ein Gebiet 4ter Stufe [AB-AC] =^ [(ab + cd) «-(ab + cd)d] 
= [abc • abd] ^ da [cdc] und [cdd] verschwinden j aber [abc • abd] 3= 
[abcd]-[ab]. Alfo ist 

[AB-AC] = [abed].ab. 
Dagegen ist 

[ABCJ. A = [(ab + cdjicd] • [(ab) + (cd)] = [abcdj [(ab) + (cd)] 
= [abcd] • [ab] -f- [abcd] • [cd]. 
Alfo lind beide Aosdräcke um [abcdj -[cd] von einander verschieden. 

lOS — 107. Wenn A, B, C einfache Grössen find, und 
ihr Produkt von nulHer Stufe^ ist, fo ist 
1©5. [AB • AC] = [ABC]A 

106. [ABBC] =[ABC]B 

107. [AC.BC]=[ABO]C, 

d. h. wenn zwei Produkte (P und 0) einfa^er Grössen , welche 
einen gemeinschaftlichen Faktor haben, zu multipliciren find, 
und diefer gemeinschaftliche Faktor entweder in dem zweiten 
Produkte (Q) als erstßr Faktor oder in dem ersten (P) als 
zweiter Faktor vorkommt, fo kann man diefen Faktor mit dem 
Produkte der übrigen Faktoren jnultipliciren, vorausgefetzt, 
dass dies letztere Produkt von aullter StufQ ist. In beiden 
Fällen ist das Gefammtprodukt von gleichßm Werthe. 

Beweis 1. Sind a,^, / die Stufenzahlen von A, B, C 
und n die des Hauptgebietes, fo muss, da [ABC] van nullter 
Stufe fein foU, (nach 96) a -f- j? + / durch n theilbar fein, 
airo, d^ a^ ßy Y kleiner als n find, entweder gleich n oder 
gleich 2n fein. Isi a + ß '\- y =01, fo ist die Geltung der 
Formel i05 schon in 103 bewiefen. Ist dagegen a + ß -^-y 
= 2n, fo fei 
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A = |A', B = |B', C = tC' 

und feien a' + /J' + y' die Stufenzahlen von A', B', C, (o ist 

a' = n — a, i9' = n- /», y' = n — y [90], 

alfo a' 4- /»' + y' = 3n ~ (a + /? + y) = 3b - 2n = n. 

Somit [AB . AC] = ([| A'|B'] • [| A',C']) = |[A'B' • A'C^ [99] 

= |[A'B'C'.A'] [103], 

da nfimlich af -{- ß* + f^^^ i^t- -Dies iast aber (nack 99) 

= [|A'|B;|C'].|A' = tABC]A. 

2. Es fei [AB] = [BD]', fo ist D von gleicher Stufe mit 

A, alfo 

[AB . BC] = [BD . BC] = [BDC]B [105] 

= [ABC]B, 
da [BD] = [AB] ist. 

3. Es fei [BC] = [CD] , fo ist D von gleicher Stnfe mit 

B, alfo 

[AC BC] = [AC . CD] =: [ACD] • C [106] 

= [ABC]C, 
da [CD] = [BC] ist. 

Anm. Es lassen fich die in 105 -—107 aufgestellten Gefetze fo 
erweitern, dass He auch für den Fall gelten, wo [ABC] nicht von 
nullter Stufe ist, wenn man fie nämlich in den folgenden Formen 
darstellt : 

[AB.AC] = [A.ABC] 
[AB.BC] == [BABC] 
[ACBC] = [C.ABG]. 
Den Beweis diefer Formeln, die ich in diefer allgemeinereu Be- 
deutung im Folgenden nicht anwenden werde, überlasse ich dem Lefer. 

108. Wenn A, B, C einfache Grössen find, und die 
Summe der Stufenzahlen von A und C gleich der des Haupt- 
gebietes, und B dem A Untergeordnet ist, fo ist 
[A.BC] = [AC]ff 
[CB.A] = [CA]B. 
Beweis. Denn dann ist (nach 79 Zufatz) A in der Form 
BD darstellbar, und alfo 

[A BC] = [BDBC] = [BDC]B [105] 

= [AC]B 
und 

[CB • A] = [CB • BD] = tCBD]B [106] 

= [CA]B. 



109. £in bezügliches Produkt zweier einfacher Grössen, 
die «icht null find , ist dann , und nur dann von null ver- 
sehieden, wenn die Sinfenzahl ihres gemeinsdiafUiehen Ge- 
bietes 4en kleinsten, oder, was dasfelbe ist, die Stufenzabl 
ihres verbindenden Gebieites den grössten Werth hat, den fie 
bei gegebenen Stufenzahlen der beiden Faktoren und des 
Hauptgebifttes halfen kann, d. h. wenn a imd ß die Slufen-^ 
zahlen der Faktoren A und B , n 4ie des Hauptgebietes ist, 
/die des gemeinschaftliGhen, 6 die des verbindenden Gebietes, 
fo ist, wenn a-\'ß=<n, d.h. Aäs Produkt, ein progressives ist, 

[AB]^0, dann und nur dann, wenn 

Y = Oy oder, was dasfelbe ist, 

a -^ ß:=sS, und 
wenn a + j3 >^ n, d. h. das Produkt ein regressives ist, fo ist 

[AB]^0, dann und nur dann, wenn 

yzzia'i' ß — n, oder, was dasfelbe, 

d = n 

ist. 

Beweis 1, Weim a + /?=«<: n is|, fo ist das Produkt 
(nach 94) progressiv, allb (nach,61, 66) dtnn und nur dann null, 
wenn feine einfachen Faktoren in einer ZahUieziehmi^ zu ein- 
ander stehen. Ist alfo [AB]=:Q, fo lässt fich von den ein- 
iachen Faktoren des Produktes [AB] einer aus den a -{- ß — 1 
übrigen numerisch ableiten (nach 2). Alfo werden dann Tämmt- 
liehe einfache' Faktoren jenes Produktes von einem Gebiete von 
niederer als (a + /J)-ter Stufe umfasst, d. li. S<:a -^ ß. Ist 
hingegen [AB]^0, fo stehen die einfachen Faktoren diefes Pro- 
duktes (nach 61) in keiner Zahlbez^ehung zu einander, ihr ver- 
bindendes Gebiet ist alfo von (a + /J)-ter Stufe , d. h. a -f /? 
= J. Somit ist, wenn a + /? = <: n ist, [AB] dann und nur 
dann von null verschieden, wenn a-f-j5 = d ist. 

2. Es fei a + /? > n und a + /? — n = y. Dann haben 
die Gebiete A und B, da Tie beziehlich von a-ter und j9-tcr 
Stufe find, (nach 26) mindestens ein Gebiet (a + /J — n)-ter 
d. h. y-ter Stufe gemein. Es fei C eine Grösse von /-ter 
Stufe in diefem Gebiete, fo find (nach 79 Zur.) A und B in 
den Formen A=[CAi], B = [CBi] darstellbar. Somit wird 
[AB] =: [CAi . CB J = [CAiBJ • C [103], 

5» 
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weil die Summe der Stufeasahlen von C, A^ und Bi, =^r + 
(a — y ) + (/? — y) = a + i? - r = n find. Es i|^ aber [C AAIC, 
da [CAiBi] von nullter Stufe ^ airo eine Zahl ist, dann und 
nur dann null , wenn [CAiB J , d. h. [ABJ null ist. Aber na<A 
Beweis 1 ist [ABJ dann und nur dann null, wenn A und B^ 
von einem «Gebiet von niederer als n-ter Stafe umfasst wer- 
den, aber da C in As=CAi liegt, fo werden dangt auch A 
und CBi, d. h. A' und B vqh einem Gebiete niederer als '»«ter 
Stufe, umfasst, d. h. d < n. Somit ist, wenn a -(- j^ > n ist, 
[AB] dann und nur dann von null verschieden , wmn i^^n ist. 

3. Nach 25 ist die Summe der fitufenzahlen zmwier Ge- 
biete gleich der Summe der Stufenzahlen ihres gemeinschaft- 
lichen und ihres verbindenden Gebietes, d. h. 
a + /? = y + <J. 

Die Bedingung in Beweis 1 , dass a -^-ß^^ö tei^ ist alfo 
identisch mit der, dass ys=0 fei, und die Bedingung in Be- 
weis 2, dass d = n fei, ist identisch mit der, dass 

a + /9 — n = y 
fei. Somit ist der zweite Wortausdruck unferes Satzes be- 
wiefen. Nun ist aber klar, dass, wenn a und j} = <:n ist, 
die kleinste Stufenzahl, die das den Grössen A und B ge- 
meinschaftliche Gebiet haben kann, null, und die grösste, die 
das verbindende Gebiet haben kann, a + ß isl. Auf der 
andern Seite, Wenn a 4- /^ ^ n ist, fo ist die grösste Stufen- 
zahl, die das verbindende Gebiet haben kann, n, aUb (nach 86) 
die kleinste, die das verbindende Gebiet haben, a + ß — n. 
Somit stimmt der erste Wortausdruck mit dem zweiten über- 
ein, und der Satz ist erwieien. 

110. Alle Gefetze der auf ein Hanptgebiet bezüglichen 
Multiplikation gelten auch noch, wenn man überall statt der 
ursprünglichen Einheiten eftie beliebige Reihe von n Grössen 
fetzt, die aus jenen numerisch abgeleitet find, und deren kom- 
binatorisches Produkt 1 ist. 

Beweis. Es feien ei****0n die ur^rünglichen Ein- 
heiten, und ai*-**aa aus ihnen numerisch abgeleitet, und 
zwar fo, dass 

[«!> a2'--aj = l 
ist. 
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Nadh 89 wiHrde nntor Aet Brg&iwuiig |E eines Einheitd- 
Produktes E iKejenige Grösse vesstandeni welche dem kombi^ 
Batorischen Produkte £' aller in E nicht vorkommender Ein*- 
heiten g^ich oder entgegengefetzt ist, je nachdem [EE'] der 
abfolnten Einheit ^eich oder entgegengefetzt ist, *d. h. fttr die 

|E = [EE'3E' 
war. fieaeichnen wir nun diejenige Grösse, welche aus einem 
Produkte A , in welchem nur die (gössen a^ • • • • a^ vorkommen, 
auf entäpreehünde Weife gebildet ist, für den Augenblick mit 
lA, d. h. bezeichnet lA diejenige Grösse, welche dem kom- 
Unalorischen Produkte A' aller derjenigen Grössen jener Reihe 
[%'**^ii1> welche in A nicht vorkommen, gleich oder ent- 
gegragefetzt ist, je nachdem [AA^ der abfolnten Einheit gleich 
oder entgegengefetzt ist, d. h. fo dass 

- lA = [A A'JA' 
ist, fo haben w(r zuntehst-zu beweifen, dass die als Defi- 
nition des bezüglichen Produktes in 94 att%estellte Bestim- 
mung, auch bei diefer Einfetzung der Grössen a^ • • • a^ an 
die Stelle der ursprünglichen Einheiten noch ihre Geltung 
bdialte, d. h. dass 

ItAB] = [lAIB] 
fei, wenn A und B our grossen aus der Reihe ai*««an als 
mnfache Faktoren enthatten , und die Summe (a + ß) der 
Stufenzahlen von A und B kleiner ist als die Stufenzahl* n 
des Hauptgebietes. 

Es fei zuerst [AB] = 0, fo müssen (nadi 109) die Ge- 
biete A und B ein Gebiet von höherer als nullter Stufe ge- 
mein haben; lle mögen ein Gebiet y-Xer Stufe gemein haben, 
alfo Y einfache Faktoren, (^ann werden, diele Faktoren, da 
lA nur diejenigen Faktoren enthalt, welche in A nicht vor- 
kommen, in lA fehlen, und aus gleichem Grunde auch in 
IB, alfo werden lA und IB von einem Gebiete von niederer 
als n-ter Stufe umfasst, fomit (nach 109) 

[IAIB]=:0, 
alfo, da auch [AB] null war und die Ergänzung einer Zahl 
(nach 89) diefer gleich, alfo die von null felbst null ist, fo ist 

I[AB] = [lAIB]. 
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Es fei. 2iw(uten«i ^AB] .von. nidl wtkü&imy fe eitthiU 
dasfelbe a -i- ß verschiedeae einfache Faktort^n der tMke 
fli'-'^n» es ^61 C ^^ ProdHkt dei" übrigiefi, alFo [ABC] (nach 

57) dem Produlite [ai aj entweder, gleiph oder «ntg^g^aa*- 

gefelzt, alb da das letztere f[Ieichl ist, b^ i$t [ABC]=? + 1. 
Da nun [BC] das Produkt der in A nicht vorkoipmenden Fak- 
toren ist, fo ist nffch der hier abgenommenen Bezaiphnung 

IA = [4BC].[BCJ, ebo»fo 

IB = [BAC] . [AC] uiid I[AB] = [AiftClC *• 
Alfo, da [ABC], [BACT] Zahlen (= + 1) find, 

[lAlß] = [ABC][JBAC][BC • AC] 

= [ABC][BAC][BAC] • C [107]. 

Da mn [BAC] — + 1 ist, fo i«t [BAC][BAC] = 1. Alfo 

[lAIB] = [ABC] . C == I[AB] . [*]. 

Es gilt alfo die Bestimmung, durch welche der Begriff 
der bezüglichen Multiplikation festgekeilt wurde, avch wenn 
man statt der uvsprünglichen Einheiten die Grössen ai*-**aB 
einführt, alle früheren Gefetze gelten aber, wenn man «latt 
der n ursprünglichen Einheiten beliebige n Grössen, die in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, d. h. deren kom- 
binatorisches Produkt nicht null ist, alfo auch^ wenn man 
statt derfelben die Grössen ax* • • »a^ (etiX. Aus diefen frttheren 
Sätzen und dar in der Definition festgestellten Bestimmung 
find aber alle folgenden Gefetze abgeleitet, folglich gelten 
auch diefe noch bei der angegebenen Substitution. 

Anm. Durch das Fortbestehen der Multipllkations-Geretze , auch 
wenn man eine ReiBb lineal ableitbarer Einheiten den ursprünglichen 
fubstitulrt, ist die Multiplikation als lineal e bedingt, und erst im 
folgenden Kapitel werden wir zu einer Produktbildung übersehen, 
bei welcher das Fortbestehen der fiir die ursprünglichen Einheiten 
geltenden Gefetze, nur in einengi viel beschränkteren Umfange, statt- 
findet. Zu bemerken ist; noch, dass die oben mit 1^ bezeichnete 
Grösse im Allgemeinen nicht mit der Ergänzung von A, die wir 
mit |A bezeichneten, zufammenfällt , z. B. ist in einem Gebiete dritter 
Stufe, wenn e^, e^, Cg die urspränglichen Einheiten find und [Cie^es] 
= 1 ist, die Ergänzung von e^+Ca, da |ei s== [e^ea] , lea = [c3ei] ist, 
gleich [Os^s] "j- [^s^i] ) denn (nacji 90) ist 

|(ei + ea) = je^ + |ea == [eaC»] + [e^e^]. 

Dagegen, wenn 

Bj =: Ci + Ca, aa = Cj, a, = Cj 
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iel, To iat zwar fai&a>%] =2 [^^3] ^1) ober^ bei Anwendung der B«- 
zeichnung in obigem Satze, • 

lai = [aiaaaa][ÄaaB] = [aaiig] = [6363] , 
alfo von |ai um [eie^] verschieden. Im folgenden Kapitel wird fich 
ergeben, welche Beziehungen zwischen ei • • »en und ai • * «an stattfinden 
müssen, wenn |A=rIA fein Toll. 

111. Wenn 

1 = [ai- . . . a J = [PPT = [AAT = [BBI = [CC] • • • • 
ist, und P, ?% A, A^ B, B', C, C'- • • keine indeni einfiichen 
Faktoren entiialten, als die der Reihe ai •••* a^ angehören und 

P = [4BC....] 
ist, fo ist auch 

F = [A'B'C'....]. 
Beweis. Es fei unter lA dasfelbe verstanden, wie im 
vorigen Beweire, (0 ist 

IP = [PP']P' = P', lA d= [AAq A' = A' u. f. w. 
Nun ist, da nach dem vorigen Sstze alle früheren Sstze, alfo 
namentlich auch Satz 98 noch gilt, wenn man überall des 
Zeichen I statt | fetzt, 

I[ABC.-.] = [IAIBIC ..], 
alfo 

IP = [IAIBIC...]. 
Alft), da 1P = P', IA = A', IB = B', IC = C'.-.- ist, 

P' = [A'B'C'...]. 
11 S. Wenn man aus n Grössen erster Stufe, deren 
kombinatorisches Produkt 1 liefert, die multiplflutiven Korn- 
binationen zur n — 1-ten Klasse bildet, und die Elemente 
jeder Kombination alphabefisch, die Kombinalionen felbst lexi- 
kogranbiseh unter der Annahme ordnet, dass die Reihe jener 
n Grössen als ein Alphabet betrachtet wird, fo ist das Produkt 
aus den n •— m ersten diefer Kombinationen gleich dem Pro- 
dukt aus den m ersten jenef* n Grössen , d. h. 

[An- •.. • Aa4^] =s= [ai- . . -a J , 
wenn 

und [ar--an] = l ist. 

Beweis 1. Ich beweife zuerst, das9 

[ai- • • «a^AJ ='[at- --a^i] 
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Tei. Es ist nach der gewählten Beicbnung 

Ar = [ai---ar_ia^i aj. 

Alfoj 

. [«r " «rAJ = [ar • • a^Cai • • • a^i a^-f-i • • • aj] 

= [ai- . -araH-i- • -aJCöi- -/ar-i] [105] 
= [ai'--ar_i], 
da [ai'-'aj = 1 ist. 
2. Semit fist 

[An Aa-J = [ar • • • a«_i A„_ J = [ai • • • an_2 ] 
[AnAn-iAa^a] = [ai- • • »an-^An^] =3 [ai- • -an«,] 
u. f. f. Alfo 

[AnAn_i- • -An-,] = [%. . . • an_r_i]. 
Alfo, wenn n — r — 1 = m ist, 

IKK^i ' ' * Aa+i] = [ai • • • a J. 
113. Wenn C^, Cs,-** die multiplikativen Kombina- 
tionen aus den einfachen Faktoren (erster Stufe) einer von 
null verschiedenen Grösse B flnd, und D^ jedesmal aus den- 
jenigen Faktoren von B besteht, welche in C, fehlen, und 
zwar die Faktoren fo geordnet, dass jedesmal 

[CA] = B 
ist, fo ist für jede Grösse A, deren Stufenzahl die Stufen- 
zahl von D zu der des Hauptgebietes ergänzt, 

[AB] = Z[ADJC, = [ADJCi + [AD,]C2 + • • •. 

Beweis. Es möge m die AnzaU der einfachen Faktoren 
von B fein uAd n die Stufe des Hauptgebietes, a die Stufen- 
zahl von A, und Xei B = [bj, bj • • -bm]. 

Da nun nach der Annahme B von null verschieden ist, 
fo stehen (nach 61) bi-««bo^ in keiner Zahlbeziehuag ji^u ein- 
ander, folglich lassen ficlk (nach 20) zu ihnen noch n -^ m 
Grössen erster Stufe b„^4.i«*'bn v^ dar Art hinzufügen , dass 
nch alle Grössen erster Stufe , w^che dem betrachteten Haupt- 
gebiete angehören, aus ihnen numerisch ableiten lassen. Dann 
lässt fleh A als Grösse a-ter Stufe aus den multiplikativen 
Kombinationen der n Grössen bi* • ^b^ zur a-ten Klasse nume- 
risch ableiten, alfo lieh in der Form 

A == OjAi + ct2 Aj 4" • • • • = ^ ÄjA^ 
darstellbar^ wenn Ax, A2,* • * die multiplikativen Kombinationen 
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au8 bi* • »bn zur a-ten Klaoie njid. Es feien diefe Kombina- 
tionen Ai, A2,* • • fo gewählt, dass jedi^smal A,. ans jdenjenigen 
jener n Grössen besteht, welche in D, fohlen. Dies ist alle- 
mal Böglich , da D; nach der Annahme n — a jener tirössen 
enIbftH. Dann ist 

[AB] «= Z(^^A;^= Z cÖMT [41] 

= Za.[A,-CA], 
da nach der Anaahme B = [C^DJ ist. Da nun C, nur folche 

jener n Grössen bi-'b^ enthält , die dem D, fehlen, und A^ 

nimmtliche in D^ fehlenden Grössen bi**«bQ enthält, fo ist C, 

dem Ap untergeordnet, fomit (nach 108) [Ar*C^DJ = [ArDp}C,v 

alfo 

[AB] = Z«rtArDja. 
Nun ist aber [A^D J = , wenn s von r Vierschieden ist, 
weil dmin A^ mindestens einen Faktor enthält, der auch in D^ 

vorkommt , alfo kann man statt ar[AfD J schreiben ^aa[AgDJ, 
wo fleh die Summe nur auf den Index s bezieht, d. h. es ist 

a,[A,DJ = Z^^;[AÄ3 = [Z^ sDr] = [ADJ, fomit 
[AB] = Z[ADrlC,. 

§. 6. Vertauschung der Faktoren und Aufiöanng der Slaoimem 
in einem reinen und gemisditen Produkte. 

114. Erklärung. Wenn mehr als zwei Grössen A, 
B, C, • • • fo zu einem Produkte verknüpft Find, dass He keiner 
anderen als der progiessiven Multiflikation unterliegen, fo 
nenne ich das Produkt ein rein progressives Produkt jener 
Grössen, weim fie dagegen keiner andern ab der regressiven 
Multiplikation unterliegen, odof , falls das Gefammiprodukt von 
nullter Stufe ist, nur die letzte das Gefammtprodukt bildende 
MuMiplikation eine progressive ist, fo nenne iclr das Produkt 
ein rein regressives, in beiden Fällen ein reines, in 
jedem andern Falle ein gemischtes, d. h. wenn in dem 
Produkte [ABCD*** -JK], das Produkt [AB] ein progrei^sives, 
das Produkt der zwei Grössen [AB] und C wieder ein pro-* 
gressives, ebenfo das Produkt der zwei Grössen [^BC] und D, 
u. f. f.y endlich auch das Produkt der zwei Grössen {ABCD • • • J] 
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und K ein progressives ist, fo isl fABCD- • • JK] ein rein pro- 
gressives Produkt der Orössen A, B, C, D,>--J, K. Wenn 
hingegen alle jene Produkte regressive find, oder wenigstens 
Qur das letzte, nflmlich das der zwei Grössen [A6CI><**J] 
und K ein progressives Produkt, und zwar von nullter StilTe 
ist, fo ist [ABCD*«-JK] ein rein regressites Produkt der 
Grössen A, B, C, D,*- J, K. 

A n m. Dass das Produkt auch in dem Falle al^ ein rem regieasives 
betrachtet wird, wenn die letzte Vultiplikation , die das ganze Pro- 
dukt nullter Stufe bildet, eine progressive ist, beraht darauf, dass 
die progressive Multiplikation , welche ein Produkt nullter Stufe bildet, 
auch infofem zugleich als regressive Maltiplikationr betrachtet werden 
kann, als alle speciellen Qefetze regressiver Multiplikation ebenfo für 
dasfelbe gelten, wie die speciellen Gefetze progressiver Multiplikation. 
Als Beispiel einer folchen rein regressiven Multiplikation diene das 
Produkt [ab'EC'bc], wenn das Hauptgebiet von driMer Stufe ist. 

119. Wenn ein Produkt mehrerer Grössen [ABC • •] 
ein rein progressives ist, To ist das Produkt der Ergänzungen 
[|A|BfC-*-] ein rein regressives und umgekehrt. 

Beweis. Denn (nach 97 Zuf.) gilt dies fftr zwei Fak« 
toren, alfo da [AB] ein progressives ist, fo ist [|A{B] ein 
regressives, und da [(AB)C] ein progressives ist, fo ist 
[;(AB)|C] ein regressives, alfo [|A|B{C] ein rein regressives 
u. f. w. 

116. £in Produkt von m Grössen A, B, €,-•• J, K 
ist ein rein progressives, wenn die Summe der Stufenzahlen 
diefer Grössen ebenfo gross oder kleiner als die Stufenzahl (n) 
des Hauptgebietes ist, hihgegen ein rein regressives, wenn 
jene Summe ebenfo gross oder grösser als n(m — 1) ist, ein 
gemijschtes, wenii jene Summe grösser als n und kleiner als 
n(m — 1) ist. 

' Beweis 1. Es feien a, /3, )^, ••• die Stufenzahlen der 
Grössen A, B, C, • • •. Wenn a + ß + y+*-«i + x = *^n 
ist, fo ist auch a -fi^^n, alfo das Produkt [AB] (nach 94) 
ein progressives; aber auch a 4- jS -f )^ < n, alfo das Produkt 
der zwei- Grössen [AB] und C ein progressives, u. f. f. End- 
lich auch a-|-/J + y+«a + x = <:h, alfo auch das Produkt 
der zwei Grössen [ABC- • «J] und K, da die Stufe von [ABC- • • J] 
(nach 95) gleich a + /9 + y + " • ^ ist, ein progressives. 
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Ebßnb iplgt das Jümgekehne, das6 nUmljch, wena [ABC* • • JK] 
eiii rein p^ofressives Produkt ist, a + /? + y + • * • + ir -f- ir 
= <cn fein m.ass. , . 

2. Wenp e +ß + y + •• • + ^ +. * ~ ^.^Cna — 1) ist, 
fo könfion wir .dieis m<^% fo s^^fs^iben ; (n — «) + (n — i?) + 

(a -r t) +• • • • + (n — 4- (n — *)=*^ "^ n> weil ndrttlich m 
die Anzalil der Grössen A, B, C, • • :^.J, K \si. i)a nun n — a 
die Siufenzahl der Ergämsung. von A, d. b. die Stufenzahl von 
|A iA o. f. w., fb ist das Produkt 

[|AlBtC...|J.K] 
nach Beweis 1 ein rein (Progressives^ folglich (nach 115) 
[ABC-,'-JJ^] ,ein r-^in regjjessiyqs, .. 

1:17. Die. Stufenzahl eines rem progressiven Produktes 
ist 0, wenn die Summe dor Stufenzahlen feiner Faktoren gleich 
der Stil fenzahl n des Haupt g^M et es ist, in jedem andern Falle 
ist die Stufenzahl jenes Produktes gleich der Summe der Stufen- 
zahlen feiner Faktoren. Die Stufenzahl eines rein regressiven 
Produktes ist =g — (m — l)n, wenn g die Summe der Stufen* 
zahlen Feiner Faktoren und m die Anzahl diefer Faktoren ist. 

Beweis.. Für zwei Faktoren ist der Satz in 95 be- 
wiefen. Ist nun das Produkt [ABC- • • JK] ein rein progressives, 
und find a, /9, y,« • • i, x die Stufenzahlen von A, B, C« • • J, K, 
fo ist die von [AB] = a -f /9, die alfo von [(AB)C] = a -f /9 
4- y u. f. w.; alfo die von [ABC • • • J] = a + i^ + y + • * * *" 
Ist nun OL '\- ß -\- Y l — • i + x < n, fo ist nach demfelben 
Satze (95) die Stufenzahl von [(ABC • • • J)K] == a + /9 + y 

•\ ^ + ^j wenn aber a-|-/9-|-y-f««*t + x = n ist, fo 

ist Fie nach demfelben Satze null. Ist zweitens das Produkt 
[ABC* • • JK] ein rein regressives, fo ist nach dem angeführten 
Satze die Siufenzahl von [AB] gleich a H- /9 — n, alfo die von 
[(AB)C] gleich a -j- jS + y — 2n u. f. w., alfo wenn,m die 
Anzahl der Faktoren von [ABC* • • JK] ist, dre Stufenzahl diefes 
Produktes =a4-iS + yH — '+t + x— -(m — l)n. 

118. Das (xebiet eines rein progressiven Produktes ist 

gleich dem feine nmmtlichen Faktoren verbindenden Gebiete, 

und das Gebiet eines rein regi*essiven Produktes gleich dem 

feinen fämmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Gebiete, vof- 

ausgefetzt, dass in beiden Fallen das Produkt nicht null ist. 

6 
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Beweis 1. Es Tei [AB****] ein rein progressives Pro* 
dukt und A = [ai» • • -aq], B = [bi« • »bj, u. f. w., wo Sj,* • -Sq, 
bi, • • • b,, u. r. w. Grössen erster Stufe find, fo crhfilt man 

[AB* • •] = [(ai' • •flqX'^i K)' • • •]• 

Da nun das progressive Produlct stets zugleich ein äusseres 
ist, fo kann man (nach 80) die Klammern weglassen und es 
wird der letzte Ausdruck 

= [ai • • • Bqbj • • • bj • • • • ], 
Das Gebiet des Produktes ist alfo (nach 77) das aus feinen 
einfachen Faktoren ai, * -aq, b^, • • «b,,* * • • numerisch ableit- 
bare Gebiet. Ebenfo ist das Gebiet von A das aus ai,'-'aq 
ableitbare Gebiet u. f. w. und (nach 15) ist das aus den Grössen 
zweier oder mehrerer Gebiete A , B , • • • ableitbare Gebiet, 
das diefo letztensn verbindende Gebiet, alfo das Gebiet des 
progressiven Produktes [AB • • •] das die Faktoren A,6,--* 
verbindende Gebiet. 

2. Es fei [AB] ein von null verschiedenes regressives 
Produkt, alfo die Stufenzahlen a und ß der Faktoren A und 
B zufammen grösser als n, fo haben A und B ein Gebiet 
a -f /? — n-ter Stufe gemein; aber auch kein Gebiet höherer 
Stufe, weil fbnst (nach 109) das Produkt null fein würde. 
Alfo lassen fich A und B auf einen gemeinschaftlichen Faktor 
D von a + /? — n-ter Stufe von der Art bringen, dass A = DE, 
B=:DF und D, E, F einfache Grössen find; dann ist (nach 105) 

[AB] = [DE . DF] == [DEF] • D = D , 
da [DEF] eine von null verschiedene Zahl ist, d. h. das Ge- 
biet von [AB] ist gleich dem den Faktoren A und B gemein- 
schaftlichen Gebiete. Tritt nun noch ein Faktor C hinzu, 
fo wird 

[ABC] = [DC] = E, 
wenn E das dem D* und C gemeinschaftliche Gebiet ist, alfo 
das dem A, B, C gemeinschaftliche u. f. w. 

119. In einem reinen Produkte kann man Klamnem 
beliebig fetzen und weglassen, d. h. 

[A(BC)J = [ABC] , 
wenn [ABC] ein reines Produkt ist. 

Beweis 1. Wenn das Produkt ein rein progressives ist^ 
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fo ist es (jmh 94) auoh ein äusseres, alfo (nach 80) die 
Klammerfetzung gleichgültig für's Rerultat. 

2. Wenn das Produkt [ABC] ein rein regressives ist, fo 
ist (nacb 114) das Produkt [|A|B|C] ein rein progressives, alfo 
nach Beweis 1 

[|A(|B|C)] = [|A|B|C], 
d. h. (nach 101) 

[A(BC)] = [ABC]. 
119b. Ein reines Produkt behält feinen Werth, wenn 
man feine Faktoren in lauter Faktoren erster oder (n — l)-ter 
Stufe auflöst, je nachdem das gegebene Produkt ein progressives 
oder regressives war. Auch behauptet das Produkt in Bezug 
auf diefe neuen Faktoren feinen Char^ter, als rein progressives 
oder regressives, d. h. wenn 

P = [AB...E] 
ein reines Produkt der Faktoren A, B^ • • • E ist, und 

A=:[ai«"aq], B=[aq+i-- ««aju, f. w., E = [at+i' •• au] 
and ai*-*aa Grössen erster oder (n — l)-ter Stufe Tind, je 
nachdem das Produkt [AB- • •£] ein progressives oder regres- 
sives ist, fo ist auch 

P = [aiaa a«] 

und zwar auch dies Produkt ein rein progressives oder regres- 
sives, je nachdem das gegebene Produkt [AB***E] es war. 

Beweis. Wenn das Produkt [AB <• -E] ein rein progres- 
sives ist, fb ist die Summe der Stufenzahlen von A, B, ^ • «E, 
d. h. u, kleiner aU n, fomit bleibt es auch (nach 116) ein 
rein progressives in Bezug auf die Fakteren ai* • • -aa, wenn 
man statt A fetzt [aj* • -aq] u. f. w., folglich kann man (nach 
119) die Klammern weglassen und erhält P = [aia2 •*■ au]. 
Ist aber [AB • • • E] ein rein regressives Produkt, fo wird 
[|A|B*--|E] (nach 115) ein rein progressives; und wenn A 

= [öf ' '«q] ist u. f. w., und Uj, a« Grössen (n — l)-ter 

Stufe find, fo ist |A=[|ai' • (aq] u. f. w., wo |ai,- • «[an Grössen 
erster Stufe find, fomit nach Beweis 1 

[|A|B...|E] = [|ai W. 

Alfo auch (nach 101) 

[AB- • • «E] = [ai* • • -an], 
und dies ein rein regressives Produkt (nach 115). 
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120^ Ein reines Produkt; bleibt fleh reibst kongruent, 
wenn man die Ordnung der Faktoren beliebig ändert, d. h. 

Pa, b ^ Pb, a. 

' Beweis 1. Sind q und r die Stufenzahlen von A und 
B , und ist zuerst das Predukt [AB] ein progressives , fa iM 
(nach 58) 

[AB] = (- i)n^A] , alfo [AB] = [BAJ. 
Ist das Produkt [AB] ein regressives, die Stufe des Haupt- 
gebietes n, fo ist [|A|B] (nach 115) ein progressives Produkt, 
und da n — q und n — r die Stufen von (A und 1 6 find 

[|A|B] = (^4)C-^<-'?[iB|A], 
ftlfo (nach 101) 

[AB] = (— l)('^-9)Cn-t)|;BA], alfo auch [AB] = [BA]. 

2. Ist ferner das Produkt [PAB] ein reines, fo ist 

[PAB] = [P.AB] [119] 

= [PBA] - - 

nach Beweis 1 und nach 2, 40; dies wieder 

= [PBA] [119], 

alfo 

[PAB] = [PBA], 
d. h. das Produkt bleibt fich kongruent, wenn man zwei auf 
einander folgende Faktoren vertauscht. 

3. Durch Vertauschung zweier auf einander folgender 
Faktoren kann man nun nach und nach jeden Faktor auf jode 
beliebige Stelle bringen, alfo den Faktoren jede belieUge 
Ordaung geben, während dabei nach Beweis 2 das Produkt 
fleh kongruent bleibt-. 

121. Wenn ein reines Produkt zwei einander incidente 
Faktoren, Ideren Stufenzahl nicht null ist, enthält, fo ist das 
Produkt null, d. h. Pa,b==0, wenn P reines Produkt und A 
und B incidente Faktoren find. 

Beweis 1. Sind A und B die einander incidenten Fak- 
toren, alfo der eine dem andern untergeordnet, etwa B dem 
A, fo ist B das gemeinschaftliche Gebiet und A das verbin- 
dende, alfo das Produkt [AB], da die Stufe von B ^ 0, und 
die von A <: n ist, (nach 109) null. 

2. Enthält alfo ein Produkt P zwei einander incidente 
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ordnen, daas A und B auf einander folgen, wobei das Pro- 
dukt lieh fdbst kongruent bleibt, alfo auch (nach 2) in dem 
einen Falle null bleibt , wenn es in dem andern null ist» Dann 
kann man (nach 119) diere beiden Faktoren in eine Klammer 
schltes3en. Ihr Produkt ist null nach Beweis 1 , alfo eist Fahler 
von P null, alfo auch P falbst null. 

IdS. Em gemischtes Produkt dreien Grössen [ABC] iel 
dann und nur dann null, wenn entweder [ABjscO ist, od^ 
alle drei Grössen A, B, C von einem Gebiete Ton niederer 
als n-ter Stufe umfasst werden, oder ein Gebiet von höherev 
als 0-ter Stufe gemein haben. 

Beweis. Es feien a, /?, y die Stufenzahlen von A, B, G, 
alfo a + /?+ y > n und <: 3n (nach 116). Es fei [AB] ^0, 
und fei zuerst a + ß >^n etwa = n + ^9 fe lassen Och (nach 
87) A nnd B auf einen gemeinschaftlichen Faktor ^ter Slafe 
D bringen, fo dass Aas DE, B=:DF find, fo ist 

[AB] = [DEF]D [105], 

alfo da [AB] nach der Annahme ^0 ist, fo muss aueh [DEF] 
^ fein. Dann ist 

[ABG]=[DBF][DC], - 
alfo, da [DEF] eine von null verschiedene Zahl ist, fo id 
[ABC] dann und nur dann null, wenn [DC] es ist. Die Stufe 
von [DC] ist = d +y=sa i- ß — n +y, alfo -<n, da a -f 
ß + r^^^ ifi^« Alfo ist das Produkt [DC] dann und nnr dans 
null (nach 109), wenn D und C ein System von hökerer ein 
nalltM* Stufe gemein haben, d. h. (da D das gemeinfame System 
von A und B ist) wenn A, B und C ein Gebiet von höherer 
als nullter Stufe gemein haben. Es fei zweitens a 4- /3 = <: n, 
fo ist [AB] ein progressives Produkt, alfo, da [AB] nach Aex 
Annahme ^0 ist, das Produkt [(AB)C] (nach 100) dann und 
nur dann null, wenn [AB] und C, d. h. A, B und C, von 
einem Gebiete niederer als n-ter Stufe umfasst werden. So- 
mit bewiefen. 

123. Die Ordnung, in welcher man mit zwei einander 
incidenten einfachen Grössen fortschreitend multipUpirt, ist 
gleichgültig für das Refultat, d. h. 

[ABC] = [AGB] , wenn B incident C. 
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Beweis 1. Wenn B oder C von nidter Stnfio, d. h. 
Zahlen flnd, fo findet die GUeichbeit beider Seilen atatt (nach 
13). Wenn die Produkte reine find, fo find beide Seiten 
(naeh 121) null, folglich ist der Satz nur noch zu ervceifeB 
Cur den Fall des gemisehten Produktes, in welchem B und C 
von höherer als nulltw Stufe find; d. h. (wenn a^ ß^ y A\% 
Stufenzahlen von A, B, C find, und n die des EhuptgeMeles) 
{ttr den Fall, dass a -f i' + X ^ n und <c im und ß und y von 
null verschieden find. Wir können, da die zu erweifende 
Formel fich nicht ändert, wenn man B und C mit einander ver- 
wechfelt, annehmen, dass /}==<:/ fei, d. h. da B und C ein-» 
ander incident find, dass B dem C untergeordnet fei. Ausser-* 
dem nehmen wir zunfichst an, auch A fei eine einfache Grösse. 
Da die Summe a -f /? ebenfo gross oder kleiner als die Summe 

a-f y ic^t) fo fin<l ^^ <lf®i ^^Q® möglich: mitweder beide 
Summen find kleiner als n, oder beide grösser als n, oder 
es ist a'^Y^=i> n.und a •{- ß^=^<^n. 

2. Sind beide Summen kleiner als n , alfo auch a-\'Y<^XLj 
fo werden die drei Grössen A , B ^ C , von denen B d^ Grösse 
C untergeordnet ist, von einem Gebiete a 4- Y*^^^ Stufe, alfo 
von einem Gebiete von niederer als n-^ter Stufe umfasst, fo- 
mif find (nach 121) fowohl [ABC] als [AGB] null, alfo 

[ABC] = [AGB]. 

3. Sind a + ß und a + y ^ »> fo find (n — a) + (n — ß) 
«d (n - a) + (n — Y)<^y ^Ifo dann, da n — a, n — /?, 
TL — y die Stufenzahlen der Ergänzungen vonA, B, C find, 

[|A|B;C] = [|A|e|B] (nach Beweis 2), 

alfo (nach 101) 

[ABC] = [AGB]. 

4. Ist a + y = > n und a + /? = <: n, ersteres etwa 
== n-f d, wo'd auch null fein kann, fo mössen (nach 87) A und 
G Geh auf einen gemeinschaftlichen Faktor D von d-ter Stufe 
bringen lassen in der Art, dass C = [D£] fei, wo D und E 
einfache Grössen find und D dem A untergeordnet ist. Dann 
ist E von (/— d)-ter Stufe, alfo die Summe der Stufdnzahlen 
von A und E gleich (r4'/-'d==n, fomit ist (nach lOS) 

[AC] = [A . DE] = [AE]D , alfo 
[ACB] = [.AE][DB]. 



fl»4) 87 

Hier ist d«s Produkt [DB] ein progressives , da d + ßr=s 
^-h ß -hy — n<:n ist, indem das Produkt ein gemischtes 
fein Taille. Wenn nnn [&B] nntl ist, fo haben (nach 109) D 
ond B ein Gebiet von höherer als iHiUter Stufe gemein, dann 
haben aber audi, da D dem A untergeordnet Ist, A und B 
dies Gebiet gemein, das Produkt [AB] ist aber, da a4-^ 
= <:n ist, ein progressives, folglich dies (nach 109) null. 
Alfo dnm auch [ABC] = 0, ebenfo wie [AGB], und fomit 
beide einimder gleich. Ist aber [DB] ^0, fo ist, da B und 
B beide dem C untergeordnet find, auch ihr verbindendes 
Gebiet [DB] dem Gebtete von C untergeordnet, alfo C (nach 
79b) in der Form [DBF] darstellbar, wo F wieder eine ein- 
fache Grösse ist. Dann wird, da wir oben C = DE fetzten, 
E = BF gefetzt werden können, und man erhält: 
[AGB] = [AE][DB] = [ABF][DB], 

Fern^: 

[ABC] = [AB . DBF] = [ABF][DB] (nach i08), 

weil nftmlich D dem A untergeordnet ist, älfo [DB] dem [AB], 
und weil [ABF] = [AE], wie oben gezeigt, von nullter Stufe 
ist. Alfo eriiftlt man [ACB]=tABC]. 

5. Hiermit find , da jJ =s <: / angenommen war , alle 
Fälle erschöpft, fofern A eine einfache Grösse ist. Ist nun 
A eine zufammengefetaAe (kösse, to ist fie immer (nach 77) 

aus einfachen Grössen numerisch ableitbar. Es fei A ==^ a^A^, 
wo alle A, einfache Grössen find, fo ist 

[ABC] = Z55!?? E44] 

= Xar[ArCB] [nach Beweis 1—4] 

= [ACB] . [44]. 

124. Wenn q, r, s die Stufenzahlen dreier einfi^cher 

Grössen A, B, C find und n die des Hauptgebietes, fo ßnd 

die Produkte [ABC] und [AGB] nur in folgenden Fällen kon- 

gruent 

[ABC] ^ [AGB], 

a) wenn a-{-/} + }'==<n ist, dann ist 

[ABC] = (-1)"[ACB], 

b) wenn a-{-ß-{-Y = >2n ist, danq ist 

[ABC] == (— l)(«-»)(«-») [ACB] , 



c) weiin [AB] and [AG] null find, dann ist 

[ABC] = [AGB] = 0, 

d) wenn [ABC] ein gemischtes Produkt ist md A, B 
und C entweder ein Gebiet von köherer als matter. Stau» fe* 
mein haben oder van einem Gdmte von niddfflrer ris n'4er 
Stufe umfasst werden; dann ist 

[ABC] = [AGB] =0, 

e) wenn q-(-r + s = n-ft ist und B und G eolweder 
ein Gebiet von t-ter Stufe gemein haben oder von etoem Ge- 
biete t-ter StufSe umfasst werden; dann ist 

[ABC] = (_ l)fr-«)(-t)[AGB] , 

f) wenn B und G einander inciJent find; dau ist; 

[ABC] = [ACB]. 

Beweis. Formel a) ist in 56 bewiefen. Ist q -j-r + s 
= > 2n, fo ist (n — q) + (n — r) + (» ^ s) = ^ n, alfo da 
n — q, n — r, n — s die Stufenzahlen der Ergänzungen von 
A, B, C find, fo ist in diefem Falle 

[|A|B|C] = (- !)(»-')(»-) [|A|C|B] (Fowael a). 

Alfo (nach 101) 

[ABC] = (- l)(»-')('^-)[ACB]. 

Semit ist Formel b bewiefen. Da in diefen beiden. Fällen 
q + r + s entweder = < n oder = > 2n war, fo bleibt nur 
4ler Fall übrig, wo q + r + s > n und <: 2n ist, alfo der 
Fall des gemischten Produktes. Angenommen zuerst, [ABC] 
fei null. Ein gemischtes Produ]£t [ABC] ist (nach 122) dann 
und nur dann null , wenn entweder [AB] = ist , oder alle 
drei Grössen A, B, C von einem Gebiete niederer als n-ter 
Stufe umfasst werden, oder ein Gebiet von höherer als nullter 
Stufe gemein haben. Tritt einer der beiden letzten Fälle ein, 
fo ist fowohltABC] als [ACB] null, und alfo [ABC] = [ACB] 
= 0, fomit Formel (d) bewiefen. Tritt aber von diefen beiden 
Fällen keiner ein, fo kann [ABC] nicht anders 4iull werden, 
als wenn [AB] null ist; ist dies der Fall und foll dann [ABC] 
kongruent [ACB] fein, fo muss auch [AGB] null fein, dies 
kann aber, da die beiden genannten Fälle ausgeschlossen find, 
nicht anders geschehen als wenn auch [AG] null ist, und es 
tritt alfo dann der Fall (c) ein. Es bleiben alfo nur noch 



die WiOe des von wAV vetfchiedeften gemiscliten Produktes 
Qbrig. Da q + r + s <: 2n und > n ist, fo kennen wir q + r 
-f g=z=n + t fetzen, wo i> und < n ist. N« feien hier 
(genau wie in 123) drei Fälle untersckieden. Erstens der, 
wo die Sunmen q + s und q 4*>r beide kleiner als n find. 
Daiui ist, da [AB] und [AC] dann von null verschiedene pro- 
gressive Produkte find, q + r die Stufe von [AB] und q + s 
die von [AC]. Dann haben [AB] und C (nach 86) einen 
Faktor von q + r + s — n-ler, d. h. t-ter Stufe gemein. Dieler 
fei D , »und fei C =s [D£] , fe ist die Sumihe der Stufenzahlen 
von A, B, B gleich n, und D ist dem [AB] untergeordnet. 
Folglich ist dann (nach i08) 

[ABC] =» [AB . DE] = [ABB] • D. 
Alfo da [AB£] eine Zahl ist, fo ist [ABC] sD, femit 
mnss, wenn [ABC]s[ACB] fein foU, auch [ACB]5D fein, 
d. h. [AC] und B müssen ficfa auf einen mit D kongruenten 
gemeinschaftlichen Faktor bringen lassen, alfo auch auf den 
Faktor D feibst; folglich muss D dem B untergeordnet fein, 
es war aber auch dem C untergeordnet, d. h» B und C lassen 
fich auf Am gemeinschaftlichen Faktor t-ter Stufe D bringen, 
d. h. haben ein System t-ter Stufe- gemein , was die erste Be- 
din^ng fär Formel (e) ist. Es fei B = [DF] , fo ist 

[ABC] == [AB . DE] = [ABE]D [108] 

= [A(DF)E]D =M [ADFE]D [H9] 

[ACB] == [AC . DF] = [ACF]D [108] 

= [A(BE)F]D = [ADBF]D [119]. 

Da min C = [DE] war, fo ist B von (s - t)-ter Stufe, 
und da B = [DF] war, fo ist F von (r — t>ter Stufe, fomit 

[AÜFE]D = (— 1 ) ^'-*) ^' -*^ [ADEF]D [58], 

alfo 

[ABC] =:(— l)C'~t)(i.-t).|-ACB] , 

w«s die Formel (e) ist. 

Sind hingegen die beiden Summen q + r und q-^-s grösser 

als n, fo find die Summen (n — q) + (n — r) und (n — q) 

-f- (n — s) kleiner als n , und (n — q) + (n — r) + (n — s) 

= n + (n — t); Folglich find in diefem Falle (nach Fall e) 

die Produkte [iA|B|C] und [|A|C;B] nur dann einander kon- 

6* 
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gruent, wenn lieh |B und |G «|if einen gemeUi^elieWclien 
Faktor von (n — t)-ter Stufe bringen hsseu. Diefer Cei |D 
und fei |B = [|D|F], |C=:[|D|E], fo ist (nach e) 
[|A|B|C] ^ (- l)Ct-)(t~-)[^jc|Bl. 
Aber (nach 98) ist dann 
B=»[DF], C = [DE] 
[ABC]=(- 1)<*"'>(*-«>[ACB]=:(- iy'-t)<-*)[ACB], 
d. h. es tritt die Zweite Bedingung der Formel (e) und diefe 
felbst ein , indem nfimlich das Produkt B = [DF] , da B von 
geringer Stufe als D ist, als regressives erseheint, und eben- 
Jb [DE], und alfo B und C beide dem D untergeordnet find, 
alfo von dem Gebiete D umfasst werden. 

Es bleibt fomit nur noch der Fall ttbrig, wo von den 
Summen q + r und q + s die eine , etwa die ersifere , ^enfo 
gross oder kleiner, die andere ebenfo gross oder grösser als 
n ist» Dann lassen fleh (^ach 26) [AB] und C auf eiuen ge- 
meinschaftlichen Faktor q + r + s — n-ter, d. h. t-ter $tufe 
bringen. Diefer fei D, und fei G=x[DB]^), Je wird 

[ABC]===:[AB.DE]=:[ABE]D * [I0»|. 

Ferner fei q 4- s = n + v, fo haben A und C etaen Faktor 

von v-ter Stufe gemein, di^fer fei F, und fei C::=[FG], fo ist 

[AC] = [A.FG] = [AG]F [408]. 

Alfo 

[AGB] = [AG][PB]. 
Soll alfo [ABC] s [AGB] fein, fo muss, da [ABE] und 
[AG] von null verschiedene Zahlen find , D ^ [FB] fein , d. h. 
B ist dem D untergeordnet, aber auch D dem C, aJfe B dem 
C untergeordnet, d. h. B und G find einander ineident. Dies 
ist die Bedingung der Formel (f) und (nach t23) ist dann 
[ABC] = [ACB]. 
Somit der Satz vollständig beiViefen* 

128. In denfelben und in keinen andern Fftllen (wie 
in 124) ist 

[BAC] = [ß.AC]. 

*) Sollte q-|'^ = Q ^^iii) ^o würde £ von nullter Stafe fein, was 
in dem obigen Be weife mit eingeschlossen ist, dasfelbe gilt im Fol- 
genden von F. 



Beweis. Es ist in den in i24 angenommenen Fällen 

[BAC] = [ABC] [58] 

s [ACB] [123] 

s[B.AC] [58]. 

und umgekehrl folgt aus der letzten Kongruenz wieder die erste. 

Amn. Es crgiebt fich las Befondeic für Fall (c) and (d) 
[ABC] = [B.AC]=e, 
für Fall (a) und (b) 

[BAC] = [B.AC]. 
Dagegen spaltet ßcfa der Fall (e) in zwei Fälle ^ nämlich wenn 
die Sammen q + 1* ^^d q -{~ s kleiner als n find , fo ist 

[BAC] = (-l)qt[B.AC], 
und wenn jene Summen grösser als n find , 

[BAC] = (--lj(a-q)(n-t)[B.AC]. 
Der Fall (fj spaltet fich in zwei Fälle ^ nämlich wenn q -|- r kleiner, 
and q-{~0 grösser als n ist, fo wird 

[BAC] = ( - l)Kn-8)[B. AC] , ' 
wenn umgekehrt q 4~ ^ grösser und q -|- s kleiner als n ist , 

[BAC] = (- l)(n-r)«[B.AC]. 
Wenn eine der Summen gleich n ist, fo gilt fowohl diejenige 
Formel, bei welcher die Summe grösser, als diejenige, wo fie kleiner 
als n voransgefetzt war, indem dann beide Formeln identisch werden. 
Auch ist zu bemerken, dass wenn in f, d. h. in dem Falle der Incidenz 
von B und C, die Bedingung eintritt, dass beide Summen gvösser als 
n oder beide kleiner als n Tind, fowohl [BA], als [B'AC] null werden, 
and alfo zugleich der Fall c oder d statt hat. 

126. Ein Produkt nullter Stufe bleibt fieh felbst kon- 
gruent, wenn man die Ordnung aller feiner Faktoren umkehrt, 
oder die letzten Faktoren in beliebiger Anzahl mit limgekehrter 
Orinuiig ki Klammern sehliesst, d. h. 

[AiA, • • • • Aa^jA J = [AnAj^i • • . • Aa AJ 

= [Ai-A^Aa-i Aj], 

Beweis. Es fei zuerst 

[AiA,v.-An^] = P, 
fo ist 

[AiA, . . • . A..iA J = [PA„-iA J. 

Dil das Produlit von nullter Stufe fein foll, fo muss die 

Summe der Stufenzahlen von P, Ab_i, A^ Cnach 96) durch 

n tbeilbar, alfo, da die einzelnen Stufenzahlen ^0 und < n 

find, entweder gleich n oder gleich 2n fein; im ersteren Falle 

ist das Produkt der drei Grössen P, Aq_x, A, ein rein pro- 
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gressives, im letzte^ren ein rein regressives, in beiden alfo 
ein reines, Tomit (nach 125) 

[PAn-iAnls[P-A,A„^J, 
oder 

[AiAa A^^iÄJ s [Aj- • • An.2 -A^An-J. 

Betrachten wir diefen- Ausdruck als ein Produkt der drei 
Grössen [Ai««*An_3], A^-a und [AnAy^i], fo erhalten wir auf 
gleiche Weife den suletzt gewonnenen Ausdruck 

^ [Ai • • • An-3 • An Att-iA^^j]. 
Wendet man dies Verfahren r-mal an, fo erhftit man 

[Ai AJ = [Ai ^n-^l'K^n-V • -Aa-r], 

d. h. das Produkt bleibt fich felbst kongruent, wenn man die 
letzten Faktoren in beliebiger Anzahl (r) mit umgekehrter 
Ordnung in Klammern schliesst. Hiernach wird nun auch 

[A1A2 A J = [Ai • AnAa_i A2] , 

fomit (nach 58) 

= [AnAn-r--A2Ai], 
alfo auch der erste Theil des Satzes bewiefen. 

§. 7. Zorückleitnng und Ersetzung. 

127. Erklärung. Wenn n die Stufenzahl des Haupt- 
gebietes, Ai**«Av die multiplikativen Kombinationen aus den 
n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Grössen 
erster oder (n — l)-ter Stufe, ai- • -an zu irgend einer Klasse 
und Ai-*-*Au die multiplikativen Kombinationen aus m der- 
felben, etwa aus ^i^-^'Bj^ zur gleichen Klasse find, und 

C = «lAi -]-••.. ttv Av, 

Cj = dl Ai -}~ • • ' • ^ Au 
ist, fo nenne ich Ci die Zurückleitung von C auf das Ge- 
biet [ai- • • »aj, unter Ausschluss des Gebietes [am4.i* • -Bn], 
und zwar nenne ich die Zurückleitung eine progressive, 
wenn ai* • • -8^ Grössen erster Stufe, eine regressive, wenn 

% a,^ Grössen (n — l)-ter Stufe find. Die ZurückleHungen 

mehrerer Grössen heissen in dem felben Sinne genommen, 
wenn ile auf dasfelbe Gebiet und unter Ausschluss desfelben 
Gebietes zurückgeleitet find (vergl. 33). 

Anoa. Ist z. B. das Hauptgebiet von vierter Stufe (wie z. B. der 
Raum), und find a, b, c, d vier in keiner Zahlbeziehung zu einander 



Bteheiide Grösse« erster Stufe (z. B. vier nicht in ein and derfelben 
Ebene liegende Punkte) , fo ist Ci = [bcj -f- [ca] + [ab] (im Räume 
eine Linie) die (progressive) Znriickleitung von C = [bc] -|- [ca] 4* [ab] 
+ [ad] {• [bd] 4- [ed] auf das Gebiet [abcj (alfo auf die Ebene abc), unter 
AnBSchluBS des Gebietes d. Bezeichnen vrir femer [bed] mit a', [oad] 
mit b', [abd] mit c' und [acb] mit d', fo find a', b', c', d' Grössen 
(n — l)-ter Stufe, da n=^4 ist und fetzen wir noch [abcd]=l, fo ist 
[b'C] = [adl, [Ca'] = [bd] , [a'b'] = [cd] , [a'd'J = [bc] , [b'd'] = [ca], 
[c'd'] = ab , und es wird 

- C «= [a'd'J + [b'd'] + [Cd*] 4- [b'C] + [c'a'] + [&%'], 
' Dann ^vird, wenn 

C = [b'c'l + [c'a'] + [a'b'] 
ist, C die (regressive) Zaräckleitung von C auf das Gebiet [a'b'c'], 
unter Ausschluss des Gebietes d', fein, d. h., da [a'b'c'] = [cd*abd] 
^d, und d*^[abc] ist, C ist die Zurückleitung von C auf ctas Ge- 
biet d, unter Ausschluss des Gebietes [abc]. So erscheint alfo in der 
Geofaetarie die Zftrü.cklQUimg ^er linie «buf eine Ebene als progressive 
^arttckleitong, und die einer Linie auf einen Punkt als regressive 
Zurtickleitnng. Die Zurückleitung felbst ist in der Geometrie gleich- 
bedeutend mit der Projektion im weitesten und prägnantesten Sinne 
des Wortes (f. u.). 

Wir haben obbn (33) die in der Definition boatimmte Grösse Cj 
die Znriickleitung der Grösse C auf das Gebiet der Grössen Ai, A2,*^-* 
Au genannt Diefer 9enennungsweife haben wir hier die für die Aih 
Wendung bequemere zur Seite gefetzt. 

198. Je nachdem die StuSenzahl des Gebietes , auf 
welches znrückgeleitet wird, grösser «der kleiner als die 
St^tfenzaM der zurückgeleiteten Grösse ist, erscheint .<fie Zu- 
rückleitung als progressive oder regressive. Wenn die Stufen- 
zairi jenes Gebietes gleich der Stufenzahl der zurückgeleiteten 
Grösse ist, Xo kann die Zurückleitung fowohl eine progressive 
als eine regressive fein. 

Beweis« Es feien ai •••• a,^ Grössen erster Stufe, die 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen,, und feien A^, 
• • -At die multiplikativen Kombinationen aiis ax' * "a^ zur p-ten 
Klasse, und Ax-*-Au die multiplikativen Kombinationen aus 
ai*"&m 2ur p-ten Klasse und 

C = ÄjAl -(-••• Oy Ay 

Ci = CIiAi + • • *(XaA|i, 

alfo (nach 127) C^ die progressive Zurückleitung der Grösse 
C auf das Gebiet [ai--a^, unter Ausschluss des Gebietes 
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[*m+i' * '^iJ) ^^ wfirdB es, wenn m < p wäre, gär keine Kom- 
biAationen aus Bi • * • 8^ zur p-ten Klasse geben , airo auch 
keJDß progressive Zurücklertung. Es muss alfo fir die pro- 
gressive ZttrüoUeitiitig m>'SKp fein, da aber m die Stafen- 
zahl des fiebtetes [ai- • «aml und p die der mulDpHkiftiven Kom- 
binatienen Ai, • • • • A^? alfp auch die von C ist, fo muss die 
Stufenzahl des Gebietes, auf welches zurückgeleitet wird, 
ebenfo gross oder grosser fein als die der zurückgeleiteten 
Grdsae. Maeht man im Uebrigen dtefelben Annahmen wie 
vorher, mit dem einzigen Unterschiede', ^ass ai,* • -a^ Grössen 
(n — l)«4ar Stufe find (in dem Bauptgäbiete fl4er Stufet, fo 
ist die Zurückleitung eine regr^^sive; und auch hier müss, 
aus gleichem Grunde wie vorher, m ^ = p fein. Aber dann 
ist (nach 90) die Stufenzahl von [ai-'-am] gleich n — m und 
die von C gleidh n ^-^ p, fomit, da A — m <c = n — p' ist, fo 
ist die Stufenzahl des Gebietes, auf welches zürüekgeleitet 
wird, ebenfo gross oder kleiner als die der zuruckgeleiteten 
Grösse. Ist alfo die Stufenzahl jenes Gebietes grösser oder 
kleiner als die Stufenzahl der zurückgeleiteten Grösse, fo wird 
die Zurückleitung im ersteren Falle eine progressive, im 
letzteren eine regressive fein. Sind hingegen die genannten 
Stufenzahlen einander gleich, fo wird die Z«rUcld€$itung fo« 
wohl eine progressive als auch eine regressive fein können. 

129. Die Zurückleitung A^ einer Grösse A auf ein Ge- 
biet B, unter Ausschluss des Gebietes G, ist 

A'= ^-?5^, alfo A'= [BAC], wenn [PC] = 1 ist. 

Beweis. Es feien ai***an n in keinei' Zahlbeziehung zu 
einander stehende Grössen erster oder (n — l)-ter Stufe, und 
Ai--*Av die mliltiplikativen Kombinationen aus ax^xa^, und 
Ai • • • Au die aus ai • • • a,n und A == OiAi -(-.... oCy Ay, alfo 

A' = aiAi-| OaAu, und fei [aj- • •aJ = B, [8^41 aj 

= C, fo ist 

[AC]=[(aiAi -{- ' • «ÄuAu + au+iAu+i + • • •avAv)C]; 
aber da Ai,*--,Aa die Kombinationen aus ai^-^am find und 
Aii4-i***Av diejenigen Kombinationen aus ai^'-a^, welche 
nicht zugleich Kombinationen aus'ai**«ani find, fo muss 
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jjede d^ Grössen A114.1, • — Av Riindestens einen der Pakl«pen 
>iiri'i****a enihiiKen, %Wo mindestens einen Faktor mit C = 
[^nri-i* ' '^1 gemein haben. Die Produkte [Au-f iC], • • • [AyC] 
find aber in Bezug auf die Faktoren ai* • •a,^ reine (nach 114), 
fomit| da fie gleiche Faktoren enthalten, null, alFo wird 

[AC] = [(«lAi H a«A^)C] = ai[AiG] + ^ • .aa[AaC]. 

Folglich ist 

\ [B-ACl = a,[B.AiC] + ...au[B^AuC]. 

Da nun jede der. (^rö^sen A^, Au ans Faktoren be- 

steht, die in B enthalten find, To ist jede derfelben mit B in- 
cident, Touit, da auch die Stufenzablen von B und C zurammen 
n betragen, To ist (nach: 108) 

[B-AiC] = [BC]Ai, - . . ., [B.A„C] = [BC]Au, 
alfo 

[B-AC] = [BC](aiAi -f • • • .attAO = [BC]A', 
Alfo, da [BC] eine Zahl ist 

_ [±AC] 
^ ~ [BC] • 

ISO. Jede fiHeichxing, deren Glieder Vielfache je einer 
Grösse m-ter Stufe Hnd, bleibt bestehen, wenn man statt aller 
diefer Grdssan ihre in dcmfelben Sinne genommenen Zurück- 
leitungen fetzt; oder wenn 

P = Ä A -f- ßB -4" • • • 
ist und P', A', B', • • • die in gleichem Sinne genommenen 
Zurtiekleiti}ngen von P, A, B, • • • und a, /?,*•• Zablen find, 
fo ist auch 

P==aA'+/9B'H . 

Beweis. • Es fei Q das Gebiet,, auf welches surflelfige^ 
leitet wird, und R das ausgesdilossene Gebiet und [OB] = h 
fo erbtit mm aus der Gleichung 

P = aA-fj8BH , 

durch Multiplikation 

[PR] = a[AR] +iJ[BR] +••. 
und 

[0-PR] = a[OAR] + /S[OBR] -f • • ., 
d. h. (nach 129) 

P' = aA' + iJB'+.... 
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131. Die progressive Zurückleilung eines rein pro- 
gressiven und die regressive eines rein regressiven Produkles 
ist gleich dem Produkte der in demrelbcn Sinne genoonmenen 
Zurückleitungen der Faktoren jenes Produktes, d. h. wenn 
das reine Produkt P 

P = [AB ...E] 
ist, und P', A\ BV'E' die in gleichem Sinne genommenen 
Zurückleitungen von P, A, B,-*E lind (und zwar progressive 
oder regressive, je nachdem das Produkt progressiv oder 
regressiv ist), To ist auch 

P' = [A'B'.-.E']. 
Beweis. Es fei A = [at« • • «aq], B = [aq+i- • • -aj, • • • 
E = [at+i • • • • ay] , wo ai • • • • ay Grössen erster oder (n — l>ter 
Stufe find, je nachdem das Produkt [AB* • «E] ein progressives 
oder regressives war. Dann ist 

P = tai ay] 

ein reines Produkt von Grössen erster oder (n — l)-ter Stufe. 
Ferner fei = [uj • • • • Ug^] das Gebiet , auf welches zurftck- 
feteitet wird, R3=[Uni-ii* - *Un] das afusgesehlossene Gebiet und 
[QK] srr 1 , wobei Ui • • • • Un Grössen erster oder (n — l>ter 
St^fe find, je nachdem ai- • *ay es find. Nun ist (nach 129) 

P = [O.PR] 

Wenn nun das ursprfingliche Produkt [AB • • • E] ein pro- 
Ifressives ist, fo foll auch die Zurttckleilung eine progressive, 
d. h. (nach 127) die Stufenzahl von Q eben fo gross oder 
grösser als die von P fein, d. b. m = >* v, folglich v -f n — 
m <: n, d h. das Produkt [ai- • -ay • Um-ji« • • -uj ein rein pro- 
gressives, rffo auch =3= [Si ayU,B-}i'*'*UB]9 ^^^ ^a alle 

Faktoren von erster Stufe Ond, ein kombinatorisches (nach 
94^ 78). Nun fei 

a, = a5'>ui-| a«Ua, 

fo können wir (nach S7) m dem Produkte [ai- • ayU^^^.!« • • 'uj 
statt a^ = «f ^Ui • • • • a2^>Ua fetzen : aJ'^Ui -{-... a^u^, weil 

v>m+i* * ' *Ua als Faktoren in jenem Produkte votkommen; aber 
a^'^Ui -f ^m °n is^ ^i® Zurückleitung von a^ lauf das Gebiet 
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= [ui* -uj, mit Ausschluss des Gebietes R=[0m4.,* • •uj. 
Somit wird, wenn wir diefe ZufQckleitun; ihit a', bezeichnen 

Hier ist a'i* • • 'ti\ dem u^« • «u^ untergeordnet, alFo (naüh 108) 

P' = [uj. . uJ-U'i- • -a'v] = [a'i a'v]. 

Aus gleichem Grunde ist 

A' = [aV • • -a'q], B' = [a^q+i- • • -a^^, • • - 

E'=[aVi- •••«%]. 
Somit 

P = [A'B'....Ea 

2. Wenn das ursprüngliche Produkt [AB* • •£] ein regres- 
sives ist, und airo auch die Zurückleitung von P auf 0, unter 
Ausschluss von R, eine regressive, d. h. die Stufenzahl von 
F kleiner oder ebenfogross als die von Q ist, fo kehrt fich 
das regressive Produkt und ebenfo die regressive Projektion 
(nach 115 und 90 Zufatz) in das progressive Produkt und in 
die progressive Projektion um. Sind daher P^, Qi, Ri, Ai, 
Bi,-"Ei die Ergänzungen von P, 0, R, A, B,«--E, und 
P'i, A'i, B'i-'-E'i die Zurückleilungen von Pj, Aj, Bi,««.Ei 
auf Ol, unter Ausschluss von Rj, fo ist (nach lOi) 

Pi=[AiBi...EJ, 
und nach Beweis 1 

(•)P',= [A'iB'i...EU 
Ferner ist (nach 129) 

P' = [0 • FR] , P'i = [Ol • PiRi] = |[0 • PR] (n^ch 98), 
alfü P'i = |P und ebenfo A'i = |A', B'i = |B', • • -, alfo (nach ♦) 

|P'=[1A'|B'..-|E'] 

P' = [A'B'.-E'] (nach 101). 

3. Sind nun endlich A, B,- • -E zufammengeretzte Grössen, 

wo A,, B,,- • • Et einfache Grössen find und find A',, B',, • • • 
E't die Zurfickleitungen von A„ B,,--* E,, fo ist 

P= [ZöÄr • Zß fi» ■ ' • X e7I71 =Zä^r-ev[AA-ETl 
= Xo,^,--«»P,,,^,.y, wenn P,^,^..t = [A,B,. -Et] ist. 
Alfu (nach 130) 
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nach Beweis 1 und 2; und dies 

= LZöiA; ZP"'s • • • • Z^EV] [nach 45] 

==[A'B'....E'] [130]. 

132. Das reine Produkt von Grössen erster Stufe oder 
von Grössen (n — l)-ter Stufe in einem Hauptgebiete n-tcr 
Stufe ist ein kombinatorisches Produkt diefer Grössen. 

Beweis. Das reine Produkt von Einheiten erster Slufe 
ist (nach 114, 94) ein progressives, alfo (nach 94) ein äusseres, 
alfo (nach 78) ein kombinatorisches Produkt der Einheiten, alfo 
auch (nach 52) das reine Produkt von beliebigen Grössen erster 
Stufe ein kombinatorisches Produkt diefer Grössen. Das reiue 
Produkt von Grössen (n — l>ter Slufe ist aber (nach 101) 
genau denfelbcn Gefetzen unterworfen wie das von Grössen 
erster Stufe, alfo auch den Gefetzen der kombinatorischen 
Multiplikation, d. h. jenes Produkt ist ein kombinatorisches 
Produkt jener Grössen (n — l>ter Slufe. 

133. Eine Gleichung, deren Glieder Grössen m-tcr 
Stufe find, wird, wenn n die Slufe des Hauptgebietes ist, 
durch fo viel Zahlgleichungcn erfetzt, als es Kombinationen 
ohne Wiederholung aus n Elementen zur m-tcn Klasse giebl, 
und zwar erhält man einen erfetzenden Verein von Gleichungen, 
indem man die gegebene Gleichung nach und nach mit den 
multiplikativen Kombinationen zur (n — m)-ten Klasse aus einer 
beliebigen Schaar von n Grössen erster Stufe, deren Produkt 
1 ist, multiplicirt. 

Beweis. Es fei 

(a) P = A + B+..- 
die gegebene Gleichung, in welcher P, A, B,-- Grössen 
m-ter Slufe find, es feien ferner ei, • • • e^ Grössen erster Stufe, 

deren Produkt [e^ ej == 1 ist, und feien E^ E^, • • • Ey die 

multiplikativen Kombinationen zur m-ten Klasse aus ei,-*«e., 
und Fl, F2,*-*Fv die ergänzenden Kombinationen, d. h. die 
Kombinationen aus denPelben Elementen zur (n — m)-ten Klasse 
und zwar fo geordnet, dass [EiFi]=[E2F2]=- • =[EyFv] = l 
fei, fo ist zu zeigen, dass die obige Gleichung erfetzt wird 
durch den Verein von Gleichungen, der aus 

(I)) [PF J = [AF J + [BF J + . . 
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dadurch hervorgeht, das6 man statt r nach und nach Tetzt 1, 
2, ••• V. Es find (nach 77a) P, A, B,--- numerisch ableit- 
bar aus El* ••Er. Nun Tei 

B =pi^Ei -f- • • »jJyEv, • • • 
fo ist 

[PF J = [Z^ÄFJ = Z^.[E.FJ. 
Aber da E^ und F,, wenn s^r ist, noth wendig gleiche 
Elemente (ei, «ej als Faktoren enthalten, fo ist für dieren 
Fall [E,FJ = 0, alto 

[PF J = 7r,[E,F J = ^r 
Aus gleichem Grunde ist 

[AFJ=a„ [BF J =/„.... 
Gilt nun die Gleichung (a), fo gilt auch die aus ihr durch 
Multiplikation hervorgegangene Gleichungsgruppe (b). Gilt um- 
gekehrt die letztere, fo hat man für jedes r von l---v, in- 
dem man für [PFJ, [AFJ, [BFJ,-- die gefundenen Werthe 
fetzt, 

TT, = Oj. -f- /?, + .-, alfo auch tt^, = a,E, + /J^Ep + • •• 
für jedes r von 1 bis v. Addirt man diefe fftmmtlichen Glei- 
chungen, fo erhält man 

^TTyE, = ^o^Er + X/^rEp -i , 

d. h. 

P==A + B+-.. 

Somit erfetzen fich die Gleichung (a) und der Gleichungs- 
verein (b) gegenfeitig. 

Zufatz. Ist ins Befondere 
A = OjEi + (12^2 "!-•••, 
fo ist 

[AFJ = a„ 
d.h. [AFa]=ai, [AF2]=a2, ••. 

§. 8. Elimination der Unbekannten 
ans algebraischen Gleiohimgen durch kombinatorische 

Multiplikation. 

13&. Aufgabe. Aus n Gleichungen ersten Grades mit 
n Unbekannten dicfe zu finden. 
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Auflöfung 1. Die n Gleichungen Gsien 

(a) J «?^'i + «?'xj + • • • • + o?^x. = /?<») 

•^ • • • • 

0(»)Xi + «$')X, +••••+ <"'Xn = ^"^ 

Man multiplicire diefe Gleichungen beziehlich mit n exlen- 
riven Grössen e^), e^\"-ef-*'\ deren kombinatorisches Pro- 
dukt Eins ist, und addire fie, to erhSit man, indem man 

■ o^) eO) 4. of ) eW H oW eW = aj 

<^«eW + e^)eW-f • 



(b) 






• • 



/?(»)e^''> = b 



cea)ea) + af)e(*) + 

Tetzt, die Gleichung 

(c) XiSi 4- Xjaj H + x^a« = b, 

eine Gleichung, welche die gegebenen Gleichungen (a) erfetzt. 
Um aus ihr Xi zu finden , fügt man beiden Seiten der Glei- 
chung die Faktoren aj, as^^ — aa hinzu, fo erhfilt man, da 
[a^ajas • • • aj, [osaaag • • • aj [anajag • • • aj (nach 76) null 

Find, 

Cd) XiCaia, a«] = [bajas • • • • a J. 

Und ebenro 

XaCaiaa • • • aJ = [aibag • • • aJ u. f. w. 

Angenommen nun zuerst, das Produkt [aiaj 
gleich null, fo erhält man 

••aJ 



aJ Tei un- 



(e) 



^ _ [baaag 
Xi — 



[aiBaaa.-aJ' 



und ebenfo 



_ [aibaa 

X] — 



aJ 



X„=i 



[8182 • • • a^-ib] 



[818283 8 J' ^» [a^aa a„_ia,]" 

Es ist für diefen Fall noch zu zeigen , dass diefe Werthe 
der Unbekannten in der That der Gleichung (c) genügen. Da 
das Produkt (8182* •••aJ nach der für diefen Fall gemachten 
Annahme ungleich null ist, fo stehen ai,- • -8^ in keiner Zahl- 
beziehung zu einander. Da nun ai,*--8n ausei,**«*eB nume- 
risch abgeleitet find und in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, fo muss (nach 21) jede aus e|«-*eQ numerisch ab* 
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leitbare Ghrösse, aKo namentlich b, auch aus ai< • «a^ numerisch 
ableitbar fein; es fei b = yiai + y2a2 +• • • y^aa. Substituirt 
man dieren Werth in (e), fo wird Xi = yi, Xj = y,, • • • • 

Xn = yn> alfo XiBi + XjBa H + x„a„ = yiai -f yjaaH 

y.an, d. h. = b. Alfo wird der Gleichung (c) durch die Werthe 
(e) genügt, fojnit auch den ursprünglichen Gleichungen. 

Angenommen zweitens, das kombinatorische Produkt 
[a^as'xaj fei gleich null, fo stehen ai^-^-a^ in einer Zahl- 
beziehung zu einander, dann muss es unter ihnen (nach 17) 
folche geben, die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
und aus denen die übrigen numerisch ableitbar find; es feien 
dies ai,*--a, und feien a,-|-i, • • • a,^ aus ihnen numerisch ab- 
leitbar. Dann muss alfo vermöge der Gleichung c auch b aus 
diefen Grössen ai • • • • a^ numerisch ableitbar fein. Tritt alfo 
der Fall ein, dass, ,vermöge der Natur der gegebenen Glei- 
chungen, b nicht aus ai a, numerisch ableitbar ist, wäh- 
rend es doch a^i-if * - - a^ nnd, fo enthalten jene Gleichungen 
einen Widerspruch. Wird hingegen diefe Bedingung erfüllt, 
fo fei die Gleichung (c) in der Form geschrieben: 

XiBi -f- Xjaa -j x,a, = c, wo 

c = b — x^ia^i — x,44a,4^ x^a^ 

ist, und man erhält 
(f) } ^ _ [caaaa""aj ^ _ [aicag - » ■ a J ^ ^ ^^ 
^ [aiBjaa • • • aj' ^ [«18283 • • • aj ' ' 

' [8182 aJ' 

während x^fi bis x^ ganz willkürlich flnd. 

An m. Setzt man für die Grössen a| • • • -a^ und b in der Gleichung 
(e) ihre Werthe aus (b) ein, fo erhält man, vermöge 79, die bekannten 
Auadrücke 

Ich ffige hier noch eine zweite Auflöfangsmethode bei, welche 
zwar anf den ersten Anblick nicht fo einfach erscheint, aber dennoch 
ihre grossen Vorzüge hat, und deren eigentliches Wefen späterhin 
in ein noch helleres Licht treten wlfd: 

Auflöfung 2. Man bringe die fämmtlichen Gleichungen 
auf die Form, dass ihre rechte Seite null ist. Die Gleichungen 
feien 
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(a) 






+ a^xO) = 



<^ + «i^^Xi + aJ»X2 H |-a?^x„ = 0. 

Die Gleichungen und alfo diefelben wie in der vorigen 
Auflörung, nur dass af^ = — ß^^ ist. Der Symmetrie wegen 

fügen wir noch dem ersten Gliede jeder Gleichung die Un- 
bekannte Xq als Faktor bei, die wir dann schliesslich gleich 1 
fetzen. Nun nehme man ein System von (n -f- 1) Einheiten 
Boy ei,--en an, deren Produkt Eins ist. Dann ist (nach 91) 

[öoleo] = [eilej = [oalca] ==....= [ejej 
■=[eoeie2- • •ej= i. 
(ß) l Ferner ist, da je^ (nach 98) alle übHgen Ein- 
heiten ausser e^ als Faktoren enthält, 



[nach 60]. 



[e,lej = 0, wenn r^s ist 
Wenn nun 

Xolco + Xi|ei +. . . . xjea = X 

(y) \ <^eo +af)ei + • - • -a^K^ aC») 



«S*^ Co + af >ei + a^">ea = a^") 

gefetzt wird, fo ergiebt fich leicht, dass die gegebenen Glei- 
chungen (a) identisch find mit den Gleichungen 

/ [aCi)X] = 
,., J[a^^X]=0 

la^X] = 0. 

In der That, fetzt man z. B. in der ersten diefer Glei- 
chungen statt a^^) und X ihre Werthe aus (/), fo wird die- 
felbe vermöge des Gleichungssystems iß) identisch mit der 
ersten der Gleichungen in (a) und fo bei den übrigen. An- 
genommen nun zuerst, a^^^---*a^^) ^ehen in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander. Da X eine Grösse n-ter Stufe ist und 

fie mit jeder der n Grössen erster Stufe a^*^, a^^ a^"\ die 

in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, zu einem konni- 
binatorischen Produkte verbunden, null giebt, fo muss X (nach 
84) mit dem kombinatorischen Produkte jener Grössen in 
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einer Zahlbeziehung stehen, alfo ist, wenn X eine noch un- 
bestimmte Zahl ist, 

(e) X = ^A , wo A = [a(i)a^^^ • • • • a^»)] 
ist; und da aus diefer Gleichung wieder umgekehrt die Glei- 
chungen (i) folgen, (o erfetzt He die Gleichungen (if), alfo 
auch die ursprünglichen (a). Fügt man nun zu der gewon- 
nenen Gleichung den Faktor Oq hinzu, fo erhält man, da 

[eoX] = [eo(x»|eo + x,|eo H )] = XoKleo] + x^lc^ei] + • • •, 

(I. h., vermöge (jJ), = Xo ist, die Gleichung 

!Xo = A[Co A] , 
und ebenfo 
Xi=X[etA], X2=A[e2A], 
d. h. 

(rj) Xo : Xi : Xj : = [OoA] : [ciÄ] : [Cj A] , 

und da Xq gleich 1 ist, fo hat man l==^[eoA] 



[CoA]' ^' [eoA]' 
Die Auflöfung ist alfo nur dann möglich, wenn [OqA] von 
null verschieden ist; wenn hingegen [eoA] = ist, obwohl A 
von null verschieden ist, fo lehrt die Gleichung l = A[eoA], 
(lass dann die gegebenen Gleichungen einen Widerspruch ent- 
halten. Ferner lässt fich zeigen, dass in dem angenommenen 
Falle (A ^ und [ooA] ^ 0) die Werthe (ß^) die gegebenen 

1 

Gleichungen (a) erfüllen. Denn wird X= ^ — r^ gefetzt, fo 

werden die Gleichungen (C) erfüllt*, die wir auch fo schreiben 

können : 

[ooX] = AK A] , [e^X] = A[e,A] .... 
oder 

= [oo(X - AA)] = [ei(X — XA)] u. f. w. 

Alfo giebt die Grösse n-ter Stufe X — Xk mit dem System 

der n -f 1 Einheiten eo,****eQ einzeln kombinatorisch multi- 

plicirt null; alfo ist (nach 85) jene Grösse felbst null, d. h. 

X - AA = 
oder 

X = AA, 

welche Gleichung nach dem Obigen die gegebenen Gleichungen 

(a) erfelzt. 
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Angenommen Tei zweitens , 9fi\ 9P\ • • • a^*^^ stehen in einer 
Zahlbeziehung zu einander, ohne jedoch alle null zu Tein, fo 
giebt es (nach 17) unter ihnen eine Schaar von Grössen, 
welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen und aus 
denen die übrigen numerisch ableitbar flnd; es mögen 9f^\ 
^(^)...,^ir) q[^q reiche Schaar bilden, und die übrigen a^''^^^ 
. . . .tfio aus ihnen numerisch ableitbar Tein; und Tei z. B. a^") 

= aia^^> -f-Oja^^) 4- " *M'> ^^^^ ergiebt fich auch für jedes 
X, dass 

[a(»)X] = ai[a(i)X] + a^Ca^X] + • • • «.[a^X] 

ist, d. h. es wird die n-te der gegebenen Gleichungen aus den 
r ersten gewonnen, indem man diefe beziehlich mit ai, 82* * * 
a, multiplicirt; d. h. die n-te Gleichung ist aus den r ersten 
Gleichungen numerisch ableitbar, jeder Werlh X, der diefe 
errüllt, erfüllt auch die letzten. Es bleiben alfo nur r Glei- 
chungen zu erfüllen übrig, und können fomit die (n - r) letzten 
Unbekannten willkürlich angenommen, und dann die übrigen 
nach dem obigen Verfahren bestimmt werden. 

Anm. Die zweite Auflörungsmethode hat den Vorziig, dass Xie 
den lämmtlichen n Unbekannten Eine einzige Unbekannte n-ter Stufe 
fabstituirt und diefe aufs Einfachste finden lehrt. 

13S. Aufgabe. Aus n -f 1 Gleichungen, welche in 
Bezug auf n Unbekannte vom ersten Grade find, diefe Un- 
bekannten zu eliminiren. 

Attflöfung. Die Gleichungen feien 

a(0) + af xi + a^^x^ H a^^^x^ = 

(a) \ <^ + <^^* + "»'^^» + • • • •<'^*- = ® 

4») + af-)xi + 4»)x2 + . . . . a(J')x„ = 0. 

Multiplicirt man lie beziehlich mit n -f 1 Grössen e^^\ e^^\ 
e(^)* • •e^'^^ welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
addirt die fo gewonnenen Gleichungen und fetzt 

a<o)e(o) -j- a^i^eoy + aWe<'^) + . • .a^>eC») = a« 

(b) l ^i^^^^^ + ^i^^^^^ + ^i^^^^^ + • • •a(»>ü<°) = ai 

! aWe<o) + a^i)e^*> 4- a^eC») + . . . a^»)e("> = a. 

fo erhält man 

(c) ao + X|ai + Xjaj ^ x„an = 0. 
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Ffigt man die kombinatorischen Faktoren ai , a^ , • • • a^ 
hinzu, To erhalt man, da [aia|as--*aj n. T. w. null find, 

(d) [aoaiaa aj = 0, 

was die verlangte Eiiminationsgleichung ist. 

136. Aufgabe. Aus zwei Gleichungen, welche in 
Bezug auf eine der Unbekannten algebraisch und von beliebi- 
gem Grade find, diefe Unbekannte zu eliminiren. 

Auflöfung. Es fei, in Bezug auf die Unbekannte y, 
die eine Gleichung vom m-ten, die andere vom n-ten Grade, 
und feien die beiden Gleichungen - 

.. fao + aiYH +amy°' — 

'-'^ \bo+b,y + .... + b,y» = 0, 

wo ao, ai, an» und bo , b^ , b^ beliebige Funktionen 

der andern Unbekannten find. Multiplicirt man die erstere 

nach und nach mit 1, y, y^, y^^S die letztere nach und 

nach mit 1, y, y^••••y°^~^ fo erhalt man die Gleichungen 



ao +aiy + 
aoY + 



+ »my"*^* 



(b) < 



rtt— 1 



aoY"-* + 

bo+biy+ H-b^y-^ 

+ boy+ + Kr^' 



+ a„y»+''-* 



boy™-^ + b„y'»^»-^ 

Multiplicirt man diefe nach der Reihe niit n 4- m Einheiten, 
die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, nämlich Ci, 
C2>"'öm4nj addirt die fo gewonnenen Gleichungen und fetzt 

ao^i +boen-i-i =«ij 
aiCi + 8062 + biCn+i + boC^^a = «2» 

(c) { aa Ci + ai e, +ao 63 -f-ba 0^4.1 +bi 0^+2 + l>oen-|-8=U3, 

fo erhält man die Gleichung 

(d) Ui + Uay + ugy^ + • • • • Um+uy"*^""' = 0; 

und fügt man ihr die kombinatorischen Faktoren Uj , Ug , • • • 
i>m^n hinzu, fo erhalt man: 

(e) [U1U2U3.. .u„,^J=0, 

was die verlangte Eliminationsgleichung ist. 
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Aufllöfung 2. Es feien die gegebenen Gleichungen die- 
felben wie in Auflörung 1 (a), und Tei ans ihnen das System 
(b) abgeleitet. Man nehme n -f m Einheiten eo , ei , * • • • en+m-i, 
deren Produkt = 1 ist. 

Wenn nun 

i ko + y|ei + . • • . y'^+'-'le^+a-i = Y 

BqCq -f- Biei"7- ^m^m ^^^^ ^ 



(«) 






' • • • bae, = do 



, boenj-i + bie„ ^ b^en-j-a^i = d„_i , 

fo werden die Gleichungen (b) gleichbedeutend mit den Glei- 
chungen 



(ß) 



JcoY = CiY=...= c„_iY = 
)doY = diY=...= d«_,Y=0. 



Da nun Y eine Grösse n -f m — 1-ter Stufe ist, die nicht 
null ist, To müssen die n -f m Grössen Cq, C|, ••••, Cj^-u 
^0 9 ^ly ****9 <)m-i iti einer Zahlbeziehung zu einander stehen 
(nach 85). Alfo hat man 

[CqCi c„_idodi da_i] = 0, 

was die verlangte Eliminationsgleichung ist. 

Anm. 1. Es lässt ßch bei diefer letzten Methode noch die Unbe- 
kannte y auf eine fehr einfache Weife ausdrücken, wenn nämlich 
voransgefetzt wird, dass es unter den n^-m Grössen Co, Ci, • ••cn— i 
do) d„* • «dm— 1, folche n -|- m — 1 Grössen giebt, welche nicht in einer 

Zahlbeziehung zu einander stehen ; es feien dies etwa c^ cn-i, d«, 

di***dm-i und fei ihr kombinatorisches Produkt der Kürze wegen 
mit A bezeichnet; dann folgt (nach 84) aus den Gleichungen 

CjY = CjY =• . .= cn-iY = d^Y = dl Y = . ... dm-iY, 
dass 

Y = pA 
ist , wo p eine unbekannte Zahl darstellt. Aber nun ist Y = £^ -|~ 
yE, H , alfo [eoY] = [coEoJ = 1 und [ejY] = y , alfo hat man 

l = eoY = p[eoA] 

y = eiY = p[eiA], 
alfo, indem man die zweite durch die erste dividirt, 

_ [eiA] 
[eoA] ' 



y = 
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wodurch j gefonden Ist, wfthrend die EUminatioiisgleichang in der 

Form 

[c,A]=0 
erscheint. 

Anm. 2. Diefe AuflÖfangsmethoden (in der ersten der hier mitge- 
thcilten Formen) habe ich bereits in der ersten Aasgabe der Aas- 
dehnungslehre (1844) mitgetheilt, und von ihr in Grunert's Archiv 
(1845) einen Auszug* gegeben. Späterhin hat Cauchy in einer Reihe 
von Aufr&tzen, welche in den Comptes rendus von 1854 veröffentlicht 
lind, diefelbe Methode mitgetheilt^ ohne jedoch meiner oder meines 
Werkes, welches ich ihm bereits 1845 zugesclückt hatte, Erwähnung 
zu thun. In Folge einer Prioritäts-Reclamation , welche ich in diefer 
Beziehung an die Parifer Academie der Wissenschaften richtete, ist 
eine Commission zur Prafung derfelben ernannt worden*, ohne dass 
jedoch darüber bisher Bericht erstattet wäre; was freilich auch kaum 
nöthig erscheint, da die Sache felbst keinem Zweifel Raum lässt. Zu 
erwähnen habe ich noch, dass ich durch die Cauchy^schen Auffätze 
veranlasst bin, die Klammer zur Bezeichnung der kombinatorischen 
und überhaupt der auf ein Hauptgebiet bezüglichen Multiplikation 
anzuwenden. 

, §. 1. Onindgesetse der inneren Mnltiplikation. 

137. Erklärung. Unter dem inneren Produkte 
zweier Einheiten von beliebigen Stufen verstehe ich das be- 
zügliche Produkt der ersten in die Ergänzung der zweiten; 
d. h. wenn E und F Einheiten beliebiger Stufen und, fo ist 

[E|P] das innere Produkt der Einheiten E und F. 

138. Das innere Produkt zweier beliebiger Grössen ist 
gleich dem bezüglichen Produkt der- ersten in die Ergänzung 
der zweiten, d. h. es ist 

[A|B] das innere Produkt der Grössen A und B. 
Beweis. Es Teieii Aiy-'-A^ die Einheiten , aus denen 
A, und Bi, • • • • Bm die Einheiten, aus denen B numerisch 
abgeleitet ist, und Tet 

A = aiAi+.-a.A^; B = ftBt +• -/»«B«; 
ferner fei für den Augenblick das Zeichen X als das der 
inneren Multiplikation gewählt, fo ist 

[A X B] = [(O iA^ + . > M J X (ftBi + . • . . ß^BJ] 

= 2-öriJ.[A.XB.], [42] 
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wenn nämlich die Summe fleh auf die Werthe 1, • • n fBr r 
und 1, • • • m für s bezieht. Da nun A, und B, Einheiten find, 
fo ist (nach 137) [A, X BJ gleich [AJBJ, alfo [A X B] 

= Z«,^.[A,|B.] = [Z^rZÄPj [42] 

= [AZ^. |B J = [A|Z^.B.] [100] 

= [A|B]. 

Anm. Eine befondere Bezeichnung für das innere Produkt er- 
scheint alfo jetzt als überflüssig, indem das £rg&n2nngszeichen die 
Stelle des Zeichens für die innere Multiplikation vollständig vertritt. 
Und es ist nur zu beachten, dass dies Zeichen auch wie ein Multi- 
plikatiODSzeichen behandelt werden darf. 

In meinen früheren Arbeiten (Geometrische Analyfe, gekrönte 
Preisschrift, Leipzig 1847) habe ich das Zeichen X ^tlr das innere 
Produkt eingeführt, eine Bezeichnung, die nun entbehrlich ist. 

139. Die Stufenzahl des inneren Produktes, dessen beide 
Faktoren nach der Reihe die Stufen2;ahlen a und ß haben, 
während die des Hauptgebietes n beträgt, ist entweder gleich 
n + a — ßf oder gleich a — ß, je nach4em ß grösser als a 
ist, oder nicht. 

Beweis. Es feien A und B die beiden Faktoren, deren 
Stufenzahlen beziehlich a und ß find, fo ist die Stufenzahl 
von |B gleich n — ß. Ist nun zuerst ß grösser als a, fo ist 
auch n grösser üs a + n — ß; d. h. die Summe der Stufen- 
Zahlen von A und |B ist kleiner als die des Hauptgebietes, 
alfo (nach 95) die Stufenzahl des Produktes [AjBJ gleich jener 
Summe, d. h. gleich a + n — ß. Ist aber ß eben fo gross 
oder kleiner als a, fo ist auch n eben fo gross oder kleiner 
als a + n — ß, d. h. die Summe der Stufenzahlen von A 
und |B ist eben fo gross oder grösser als n, alfo (oach 95) 
die Stufenzahl des Produktes [A|B] um n kleiner als jene 
Summe, d. h. gleich a — ß. 

140. Die Anzahl der Einheiten, aus denen fich ein 
inneres Produkt numerisch ableiten lässf, ist gleich der An- 
zahl der Kombinationen aus fo viel Elementen, als die Stufen- 
zahl des Hauptgebietes, und zur fo vielten Klasse, als die 
pofitive Differenz der Stufenzahlen beider Faktoren betrügt. 

Beweis. Nach 139 ist die Stufenzahl des Produktes 
entweder gleich n + a — /?, oder gleich a — /?, je nachdem 
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ß grösser als a isl, oder nicht. Die EioJieiton von gleicher 
Stufe find im ersten Falle die multiplikativen Konibinationen 
aus den n ursprünglichen Einheiten 27ur (n -}- a — /?)-ten , in 
zweiten zur (a — ^)-ten Klasse. Aber die Anzahl der Kom- 
binationen aus n Elementen zur (n -f ^ — /?)-ten Klasse ist, 
nach einem bekannten Satze der Kombinationslehre gleich der 
Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur (ß — a)-ten 
Klasse. Die Klassenzahl ist dann alfo ß — a, im zweiten Falle 
a — ß, in beiden Fftllen alfo der pofitiven Differenz von a und 
ß gleich. 

im* Das innere Produkt zweier Grössen gleicher Stufe 
ist eine Zahl. 

Beweis. Denn die Differenz der Stufenzahlen ist dann 
null, alfo das Produkt von nuUter Stufe, d. h. eine Zahl. 

142. Das innere Produkt zweier gleicher Einheiten ist 
eins, das zweier verschiedener Einheiten gleicher Stufe null, 
d. h. [E,|E J = 1 , [E JE J = 0. 

Beweis. [EJEJ = 1 (nach 91). Ferner ist |E, (nach 
89) dem kombinatorischen Produkte aller in dem Produkte E^ 
nicht vorkommenden Einheiten erster Stufe gleich; da nun E, 
von Eg verschieden, beide aber Produkte von einer gleichen 
Anzahl ursprünglicher Einheiten flnd, fo enthält E, noth wendig, 
folche Einheiten als Faktoren, die in E^ fehlen, alfo in jE^ 
vorkommen; alfo ist [E^IEJ (nach 60) gleich null. 

143. Wenn Ei,*-En^ Einheiten von beliebiger, aber 
alle von gleicher Stufe find, fo ist 

[(«lEl + • • «mE«)|(iSiEi H i*mEm)] —^ßfl «m/*m- 

Beweis. Es fei afii -f • • • aj&jj^ mit ^aß^y und ßßi 

+ "ßtKßm in>^ ^ßa^B bezeichnet, fo ist . 

[ZSÄ'ZSE J = ZorßslK^l [42]. 

Nun ist (nach 142) das Produkt [E^IEJ gleich null, wenn 

E, und Eg verschiedene Einheiten find und gleich eins, weim 

r gleich s ist, fomit wird der gewonnene Ausdruck 

144. Die beiden Faktoren eines inneren Produktes find 
vertauschbar, wenn fie von gleicher Stufe find, d. h. 

[A|B] = [B|A] , wenn A und B von gleicher Stufe find. 
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Beweis. Wenn Ei* • »Ein die Einheiten darstellen, wdebe 
mit A und B von gleicher Stufe find und A = ^c^, B == 

2^ßßs ist, fo ist (nach 143) 

[A|B] = Za./»r = ZiJr«r = [B| A]. 
lAS. Erklärung. Wir schreiben der Kürze wegen 
[A|A] = A-' 
und nennen es das innere Quadrat von A. 
146. Es ist 

[oiEi -I a„EJ» = a? +. . . . ai. 

Beweis. (aiEi+ • • • ce^E^)* 

= [(öiEi+ • • • a„|E J|CaiEi+ . • c^E JJ [145] 

= «1«! H «m«m [144]. 

IftV. Das innere Produkt zweier Einheiten E und F ist 
dann und nur dann von Null verschieden, wenn die eine der 
andern incident ist, d. h. 

[E|F] = 0, wenn E und F nicht einander incident find^ 
[E|F] ^ 0, wenn E und F einander incident find. 

Beweis. Für Einheiten gleicher Stufe ist der Satz in 
142 bewieren. Nun feien E und F zwei Einheiten ungleicher 
Stufe , und zwar E von höherer Stufe als F. Es fei F = [EiG], 
wo El dem E untergeordnet ist, aber das Gebiet G keine 
Grösse erster Stufe mit E gemein hat. Dann ist F dem E 
incident oder nicht, je nachdem G von nullter Stufe (eine 
Zahl) ist oder nicht. Es fei ferner E = [EiE3] und fei [EiGEaH] 
das Produkt aller n ursprünglichen Einheiten und gleich der 
abfoluten Einheit. Dann ist (nach 89) [EjH] die Ergftnzung 
von [EiG], d. h. |[EiG] = [E^H], alfo 

[E|F] = [EiEalEiG] = [EiE^ -EaH]. 

Ist G von nullter Stufe, d. h. E mit F incident, fo isl 
[EiEaH] von nullter Stufe, alfo (nach 106) der Ausdruck 
[EiE3-E2H] = [EiE2H]*E2, alfo von null verschieden, da £, 
und [EiEaH] von null verschieden find. Ist aber G von höherer 
als nullter Stufe, fo ist die Summe der Stufenzahlen von Ei, 
Ea und H geringer als die Summe der Stufenzahlen von Ej, 
6, Ea, H, d.h. kleiner als n, alfo (nach 109) [EiEa-E^HJ 
= 0, d. h. wenn E und F nicht einander incident find, fo 
ist [E!F] = 0. 



148. Es ist 

[EF|E] = F und [F|EF] = .E , 
wenn E und F Einheiten find, und [EF] nicht null ist. ' 

Beweis. Es Tei [EF6] das Produkt aller ursprünglichen 
Einheiten und gleich 1, fo ist |E=:[FG], Tomit 

[EF|E] = [EF-FG] = [EFG]F [106] 

= F. 
Ferner ist dann |[EF] = 6, alfa [F|EF] = [FG] = |E. 

149. Wenn E, F, G Einheiten find, und weder [EF] 
noch [EG] null ist, To ist entweder 

[EF|EG] = [F|G], oder [FE^GE] = [F|G], 
ersteres, wenn F von höherer Stufe ist als G, letzteres, wenn 
G von höherer Stufe ist als F. Sind beide von gleicher Stufe, 
fo find beide Formeln gültig. 

Beweis 1. Wenn P und G nicht einander incident Tind, 
fo find auch [EF] und [EG] nicht einander incident, alfo find 
dann (nach 147) beide Seiten der zu erweifenden Gleichung null. 

2. Wenn 6 dem F untergeordnet ist, To fei F = [GH]. 

Dann ist 

[EF|EG] = [EGH|EG] = H [148] 

= [GH|G] [148] 

= [F|G]. 

3. Wenn F dem G untergeordnet ist, fo fei G = [HF]. 

Dann ist 

[FEIGE] = [FE|HFE] = |H [148] 

= [F|HF] [148] 

= [F|G]. 

4. Wenn F und G von gleicher Styfe find, alfo, bei 
Ausschluss des Falles in Beweis 1, zufammenfallen, fo ist 
(nach 70) fowohl Q dem F, als F dem G untergeordnet, und 
es gellen alfo nach Beweis 2 und 3 beide Formeln. 

180. Wenn q und r die StufenzaMen von A und B find 
und q < r ist, fo ist 

[A!B] = (-1)Q(-^)|[B|A], 
d. h. [AfB] ist der Ergftnzung von [B|A] entgegengefetzt, wenn 
die Stufenzahl von A ungerade und zugleich die von B jj^e- 
rade ist; in jedem andern Falle ist [A|B] der Ergänzung von 
[B|A] gleich. 



Beweis. Es ist 

|[B|A] = [|B||A] [97] 

= (— 1)««-«[|B.A] [92] 

= (_ i)q(«-q)(_ I)<ic»-»)[A|B1 [58] 

_ (_ l)«K»»-q-r)[A|B]. 

Nun ist in Bezug auf den Modul. 2 die Grösse q(2h — q — r) 
kongruent q(r — q) oder kongruent q(r — 1), da q' mit q gleich- 
zeitig gerade oder ungerade ist, fomit 

|[B|A] = (— l)«i('-«[A|B], oder auch 

[A|B] = (- 1)<«('-«,[B|A]. 

Anm. Vermittelst des fo eben erwiefenen Satzes kann man den 
Fall , wo der zweite Faktor eines inneren Produktes von höherer Stnfe 
ist als der erste , immer auf den andern Fall zurückführen, wo der 
erste Faktor von höherer Stufe ist als der zweite. Diefen letzteren 
Fall, welcher fleh in den oben entwickelten Formeln als der einfachere 
herausstellte, werde ich jetzt vorzugsweife berückfichtigen. 

§. 2. Begriff des Normalen und seine Correlaten. 

151. ErkUrung. Numerischer Werth einer Grösse 
A heisst die pontive Quadratwurzel aus dem Innern Quadrat 
diefer Grösse. Numerisch gleich beissen zwei Grössen 
von gleichem numerischen Werth, d. h. zwei Grössen, deren 
innere Quadrate gleich find. 

Anm. Für Zahlen, reelle oder imaginäre, ist die Benennung in 
derfelfoen Weife auch fönst in Gebrauch, indem zuerst numerischer 
Werth einer pofitiven Zahl diefe felbst , der einer negativen — a die 
entsprechende pofitive Zahl a, d. h. in beiden Fällen die pcfitive 
Quadratwurzel ihres Quadrates ist. Hat man eine imaginäre Zahl 

a + b /— 1, fb find ihre Einheiten 1 und V^^T Eine der beiden 

Wurzeln von 1^—1 fei mit i bezeichnet, und 1 und i als Einheiten 
genommen, alfo it=:l, fo ist der numerische Werth von a-f-hinach 

der Definition gleich ]/a' + b', was auch fönst als numerischer Werth 
der imaginären Grösse a + bi aufgefasst wird. In der Geontetrie ist 
numerischer Werth einer Linie ihre Länge gemessen durch die Längen- 
einheit u. f. w. 

152. Erklärung. Normal zu einander heissen zwei 
von null verschiedene Grössen, deren inneres Produkt null 
ist. Zwei Gebiete heissen normal zu einander, wenn ihre 
Theile es find. Zwei Gebiete heissen all feit ig zu einander 



normal, wenn jede Grösse erster Stufe, die dem einen Ge- 
biete angehört, zu jeder, die dem andern angehört, normal 
ist; und zwei Grössen h^issen allfeitig normal zu einander, 
wenn ihre Gebiete es find. 

Anm. Der Grund der Benennungf ruht in der Geometrie. Nimmt 
man dort die ursprünglichen Einheiten als gleich lange zu einander 
fenkrechte Strecken an, wie dies stets geschehen muss, fo zeigt fich 
leicht, vdass das innere Produkt zweier Strecken dann und nur dann 
null ist, wenn dicfe Strecken fenkrecht zu einander find. Statt des 
Ausdrucks „fenkrecht^ habe ich den „normal" gewählt, als den ab- 
strakteren, der auch eine Anwendung auf nicht räumliche Verhält- 
nisse gestattet. 

133. Erklärung. Normalsystem n-ter Stufe heisst 
ein Verein von n numerisch gleichen (von null verschiedenen) 
Grössen erster Stufe, von denen jede zu jeder normal ist; 
und wenn n zugleich die Stufenzahl des Hauptgebietes ist, fo 
heisst es ein vollstfindiges Normalsystem. Der numerische 
Werlh jener n Grössen heisse zugleich der numerische Werth 
des Normalsystems. Einfaches Normalsystem heisst jedes 
Normalsystem, dessen numerischer Werth 1 ist. 

Anm. Im Räume bilden zT B. drei gleichlange und gegen ein- 
ander fenkrechte Strecken ein Normalsystem. 

ISft. Erklärung. Circuläre Aenderung nenneich 
jede Transformation eines Vereins, durch welche 2 Grössen a 
und b des Vereins fich beziehlich in xa + yb und in +(xb — ya) 
verwandeln, vorausgofetzt, dass x^-f-y^=l fei. Ich nenne 
die circuläre Aenderung eine pofitive oder negative, je nach- 
dem a und b fich in xa -}- yb und + (xb — ya), oder in xa 
-j- yb und — (xb — ya) verwandeln. Wenn hierbei x = cos.a 
und y = nn.a ist, und a und b numerisch gleich und zu ein- 
ander normal find, fo Tage ich, der Verein habe fich von a 
nach b hin um den Winkel a geändert. 

Anm. Stellt man fich unter a und b zwei gleichlange und zu 
einander fenkrechte Strecken vor, fo ßeht man leicht, dass durch 
die circuläre Aenderung, durch welche a in ai ^ a cos.a + bfin.a, 
b in bi ^bcos.a — afin.OC übergeht, ai und b^ von derfelben Länge 
find wie a und b und gegen einander fenkrecht bleiben. Es bleiben 
alfo a und b bei jener Aenderung conjugirte Halbmesser eines festen 
Kreifes, wodurch der Name circulärer Aenderung gerechtfertigt ist. 
Auch TiMit man, dass dann der Winkel von a bis ai gleich a ist. 

8 
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Sind übrigens a und b beliebige Strecken, fo werden a^ und b« coa- 
jugirte Halbmesser einer konstanten Ellipse, in welcher auch a und b 
conjagirte Halbmesser find. Von diefer Betrachtungsweife aus würde 
nch der Name der elliptischen Aenderung empfehlen. Da jedoch die 
Ellipse immer auf den Kreis reducirbar und der Kreis die einfächere 
Kurve ist, fo habe ich jenen Namen als den einfacheren vorgezogen. 
Siehe auch Grelle Journal, Band 49 pag. 134. 

155. Durch circuläre Aenderung geht aus jedem Normal- 
system ein numerisch gleiches Normalsystem hervor. 

Beweis. Es feien a, b, c,- - • die Grössen eines Normal- 
sy&tems , d. h. a- = b* = c* = • • • und = [a|b] = [a|c] = 
[b c] ==' * -9 und ändere fich a in ai = xa -f yb und b in b^ 
= xb — ya, wo x* + y'=l ist, fo ist zu zeigen, dass ai, 
bi, c,*** ein Normalsystem bilden, in welchem ai^=a^ ist. 
Es ist, da [a|b] = ist, 

ai»= (xa + yb)* = x»a* + y'b* 

= (x2 + y2)a* (da b» = a*) 
= a* (da x2+y2 = l). 
Aus gleichem Grunde ist bi^ = a^ Ferner ist 

[ailbj = [(xa + yb)|(xb - ya)] = xy(b* - a») 

• (da [a|b] = 0) 
= (weil b* = a»). 
Endlich ist 

[ajc] = [(xa + yb)|c] = x[a|c] + y[b;c] =0, 
weil [a|c] und [b|c] = find. Aus gleichem Grunde ist [bi|c] 
==0 u. f. w. Folglich ist das System ai, b^, c,- • • ein Normal- 
system, dessen numerischer Werth gleich dem des gege- 
benen ist. 

156. Das kombinatorische Produkt der Grössen eines 
Normalsystems bleibt bei pofiliver circulärer Aenderung diefes 
Systems unverändert,, und geht bei negativer in feinen ent- 
gegengefetzten Werth über. 

Beweis. Es gehe a in ai = xa 4" yb, b in b| = xb — ya 
über, wo x' -j- y2= 1 ist; fo wird 
[aibj = [(xa + yb)(xb - ya)] 

= x2[ab] — y2[ba] (da [aa], [bb] nach 60 null find) 
= (x^ + y ')[ab] (da [ba] = - [ab] ist nach 55) 
= [ab] (da x^ + y» = l). 
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Alfo [aibi] = [ab]. Kommen nun zu den gleichen Pro- 
dukten [ab] und [aibj noch an den entsprechenden Stellen 
gleiche kombinatorische Faktoren hinzu , fo bleiben die Pro- 
dukte gleich. Airo bowiefen. 

ISV. Die Grössen eines Normalsystems stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander« und jede Grösse erster Stufe Iftsst 
rieh aus einem beliebigen vollständigen Normalsystem nume- 
risch ableiten. 

Beweis 1. Es feien a, b, c,-*- Grössen eines Normal- 
systems. Gefetzt nun, es ständen diefelben in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander, etwa fo, dass 

a = |}b -f /G + • • • 
fei, fo multiplicire man beide Seiten innerlich mit a, fo wird 

a* = /»[b.a] + y[c|a] +-..=0, 
da [b|a], [c|a],-- null flnd (nach 153). Alfo w&re a^ = 0, 
im Widerspruch mit 153. Es lässt fleh aKo keine der Grdssen 
a, b, c,- • • aus den übrigen numerisch ableiten, d. h. fie stehen 
(nach 2) in keiner Zahlbeziehung zu einander. 

2« Ein vollstftndiges Normalsystem in einem Hauptgebiete 
n-ier Stufe besteht aus n Grössen, und da diefe nach Bew. 1 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo kann (nach 
24) aus ihnen jede Grösse erster Stufe, da fie immer dem 
Hauptgebiete angehören muss, numerisch abgeleitet werden. 

198. Wenn eine Grösse A zu mehreren Grössen B, 
G, • • • von gleicher Stufe normal ist, fo ist fle auch zu jeder 
Grösse normal, die aus ihnen numerisch ableitbar ist. 

Beweis. Wenn A zu B, C,-** normal ist, fo ist 
(nach 152) 

= [A|B] = [A|C]=.... 
Somit auch 

[A|09B + yC + . 0] = ^[A|B] + y[A|C] + • . • [41] 

= 0, 
da [A|B], [A|C],... null find. 

199. Die fämmtlichen Grössen erster Stufe, welche zu 
ni Grössen eines vollständigen Normalsystems n-ter Stufe nor- 
mal find , gehören dem Gebiete der n — m übrigen Grössen 
des Systems an. 
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Beweis. Es Tei das System ai, a^ ein vollstftn- 

diges Normali^ystcm, und Teien m feiner Grössen, etwa ai* • -8^ 
zu irgend einer Grösse erster Stufe a normal, fo ist zu zeigen, 
dass a dem Gebiete ^m^iyB,^ angehört. Naefa 157 lässt ficli 
a aiis dem vollständigen Normalsystem ai*-*an numerisch ab- 
leiten. Es fei der Ausdruck diefer Ableitung 
a = Oiai + . . . . ajfij^. 

Da nun a zu ai, a2,*-*an^ normal ist, fo erhält man, in- 
dem man zuerst mit ai innerlich muitipliclrt, 

= [ai|a] = «lai* + a2[ai|a2] -| (^ihKl 

= aiai*, 
da [ai|a2] bis [a]|aj als innere Produkte der Grössen eines 
Normalsystems null find. Da nun ai^ (nach 153) nicht null 
ist, fo folgt aus der Gleichung aiai* = 0, dass «1 = ist. Auf 
gleiche Weife folgt, indem man nach und nach mit aa, * - • 'a^ 
multiplicirt, dass auch (h9'"'<^m "u^' ^^^^' Folglich ist 

a =^««+18^4-1 --i a^a^, 

d. h. a gehört dem Gebiete am-n"*'»!! an. 

160. Jedes Normalsystem lässt fich durch fortgefetzte 
circuläre Aenderung fo umwandeln, dass eine feiner Grössen 
mit einer beliebig gegebenen Grösse erster Stufe, deren 
numerischer Werth dem des Normalsystems gleich ist und 
welche dem Gebiete desfelben angehört, identisch wird. 

Beweis. Es feien ai,* • • «a^ die Grössen des gegebenen 
Normalsystems, und k die gegebene Grösse welche numerisch 
gleich ai ist, und fei 

k = 01«! -I o^a^. 

Nun wandle man ai und a2 circulär fo um, dass dabei ai in 

tibergeht, was (nach 154) möglich ist. Dann ist «lai + 0382 

= F«i + OaCa, alfo 

k =Fai + «Ica + «383 -i «nan- 

Darauf wandle man Ca und 83 circulär fo um, dass da- 
bei C2 in 

J/ai + ai + ai 



dbergeht. Dann ist 

k = yai -I- Ol 4- a| Cg + «484 -| a^an. 

In diefer Weife fahre man fort, bis 

k == j/af + Ol -I a«_i c^-i + an»n 

wird, und wandle schliesslich Cn_i und a^ circulär fo um, dass 
dabei Cj^^i in 

F«! H ai-i c„^i + a^a^ 



Cn = 



p^af + • • • • ai 
übergeht, fo ist dann 

* k=FaJ +••• ajc^. 
Nun ist nach der Hypothefis 

ai*=k*=(aiai + • • • anan)*=a|ai-H ajan*, 

weil [ailaj] etc. null find. Und da auch ar=a2* = - • =an* ist, 
fo wird 

ai*=(a{-| aj)af, 

d. b. aj +• • • aä= 1. Dies alfo in die obige Gleichung (*) 
eingeführt, giebt, wenn man den pofitiven Wurzel werth wählt, 

d. h. in dem zuletzt hervorgehenden Normalsystem ist eine 
Grösse c^ mit der gegebenen k identisch, wie verlangt. 

161. Wenn zwei Normalsysteme gleichen numerischen 
Werth haben, und ihre Gebiete einander incident find, fo 
Ifisst nch durch fortgefetzte circuläre Aenderung, wenn beide 
von gleicher Stufe find, jedes aus dem andern ableiten, wenn 
fie hingegen von ungleicher Stufe find, das höherer Stufe fo 
umwandeln, dass es die Grössen des andern enthält. 

Beweis. .Es feien a, b, c,**- und ai, b^, C|,*-* zwei 
Normalsysteme von gleichem numerischen Werthe, und feien 
die Gebiete beider einander incident, und zwar das des letzte- 
ren entweder von gleicher oder höherer Stufe als das des 
ersteren, fo müssen (nach 15) alle Grössen a, b, c,**« dem 
Gebiete ai, b|, Ci,-** angehören. Somit kann man (nach 160) 
das Normalsystem a|, bi, C|,- • circulär fo umwandeln, dass 
eine feiner Grössen = a wird. Das fo hervorgehende Normal- 
system bestehe aus den Grössen n, b], C2,* • *. Da nun b, c,* • •, 
als Grössen des Normalsystems a, b, c,* • •, zu a, alfo zu einer 
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Grösse des Normalsystems a, bj, Cs,« - • normal find, To müsaeii 
de (nach 159) dem Gebiete der übrigen Grössen diefes Systems, 
alfo dem Gebiete bj, Cs,-*-* angehören. Demnach kann man 
wieder das System b2, C2, • • • circulär fo umwandeln, dass 
eine feiner Grössen = b wird. Das fo hervorgehende Normal- 
system bestehe aus den Grössen b, C3, dj, ••*, fo müssen 
wieder aus demfelben Grunde, wie vorher, c, d, • • • dem Ge- 
biete C3, dg,« • • angehören. Das Normalsystem ai, bj, C|, dj,- • • 
ist dann durch circuläre Aenderungen übergegangen in a, b, 
C3, da,*--. So kann man, wenn das System a^, b^,-** von 
höherer Stufe ist als a, b, ••-, fortfahren, bis das zuletzt 
hervorgehende System alle^Grössen des gegebenen Systemes 
a, b, c, • • • enthält, oder wenn beide Systeme von gleicher 
Stufe find, fo lange bis es alle Grössen des Systems a, b, 
c, •••, mit Ausnahme des letzten, enthält. Diefe letzte fei 
q, die vorletzte p, und fei das fo hervorgehende Normalsystem 
a, b, • • • p, q^, fo muss nach der angewandten Schlussfolge q 
dem Gebiete q^ angehören, d. h. beide müssen in einer Zahl- 
beziehung zu einander stehen. Ist nun qn=xc[9 wo x eine 
Zahl ist, fo ist, da beide einander numerisch gleich find, 
q^ = qi, alfo x^ == 1 , fomit q^ = Ijl q. Ist q^ = — q, fo 
hat man nur statt der letzten circularen Aenderung die ent- 
gegengefetzte zu nehmen, fo fällt dann auch die letzte Grösse 
des fo hervorgehenden Normalsystems mit q zufammen, alfo 
ist dann das eine der gegebenen Normalsysteme aus dem andern 
circulär abgeleitet, wie verlangt. 

162. Das System der ursprünglichen Einheilen ist ein 
(vollständiges) Normalsystem, dessen numerischer Werth 1 ist. 

Beweis. Es feien e^ • • • -Cq die ursprünglichen Einheiten, 
fo ist (nach 142) 

1 ==ei*=' •• =en^ 
= [Ol leg] =..-.. 

163. In jedem Gebiete m-ter Stufe lässt Heb ein Normal- 
system gleicher Stufe von beliebigem numerischen Werth an- 
nehmen, und zwar fo, dass dies System Theil eines vollstän- 
digen Normalsystems fei. 
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Beweis. Es fei ai eine Grösse erster Stufe in dem 
gegebenen Gebiete* ni-ter Stufe A, ihr numerischer Werth 
fei 1. Da nun (nach 162) das System der ursprünglichen 
Einheiten ei-^'e^ ein vollständiges Normalsystem ist, dessen 
numerischer Werth 1 ist, fo lässt fich (nach 160) dies Normal- 
system circulär fo umwandeln, dass a^ eine der Grössen des 
refultirenden Normalsystems wird. Dann ist a^ auf den n — 1 
übrigen Grössen diefes Normalsyslcms, alfo auch (nach 158) 
zu jeder Grösse ihres Gebietes A^ normal. Dies Gebiet ist 
von (n — l)-ter Stufe und hat alfo mit dem Gebiet m-ter Stufe 
A (nach 26) ein Gebiet gemein, dessen Stufenzahl n — 1 -f- 
in — n = m — 1 ist. Es fei in diefem gemeinschaftlichen Ge- 
biete a2 eine Grösse erster Stufe, deren nuaierischer Werth 
1 ist. Da 32 alfo auch dem Gebiete A^ angehört, fo ist fie 
nach dem obigen zu a^ normal, aber auch mit a^ numerisch 
gleich, nämlich =1, alfo bilden a^ und a2 ein Normalsystem 
mit dem numerischen Werth 1. Alfo lässt fich (nach 159) 
das vollständige Normalsystem Ci • • - Oq in ein anderes Normal- 
system umwandeln, welches ai und 82 enthält. Das Gebiet 
A2 der übrigen n — 2 Grössen diefes Normalsystems ist von 
(n — 2)-ter Stufe, und alle Grössen erster Stufe, die diefem 
Gebiete angehören, flnd normal zu ai und a2. Nun haben A 
und A2 ein Gebiet m — 2-ter Stufe gemein; in ihm fei 83 eine 
beliebige Grösse erster Stufe vom numerischen Werthe 1, fo 
hat man schon ein Normalsystem von drei Grössen a^, 82, n^ 
in A, und fo kann man fortfahren. Hat man fo in A ein 
Normalsystem von (ra — 1) Grössen ai • • • am-i erhalten, fo 
enthält das vollständige Normalsystem , zu dem es gehört, 
ausserdem noch n — m -f* 1 Grössen; ihr Gebiet, was An,_i 
lieisse, ist von (n — m + l)-ter Stufe, hat alfo mit dem Ge- 
biete m-ter Stufe A noch ein Gebiet gemein, dessen Stufen- 
zahl n — m + l + m~ n=l ist. Es fei a^ eine Grösse 
diefes Gebietes, deren numerischer Werth 1 ist, fo ist a,n, 
da es in Ag^^i liegt, zu ai • * - • a^-i normal und a^ • • • • di^ 
bilden alfo ein Normalsystem m-ter Stufe in dem Gebiete m-ter 
Stufe A. Diefem Normalsystem kann man dadurch, dass man 
alle feine Grössen mit einer und derfelben beliebigen Zahl 
muUipiicirt, jeden beliebigen numerischen Werth geben. 
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§. 3. Gesetze des inneren Produktes, an den Begriff des 

Normalen geknüpft. 

164. Erklärung. Normale Zurückleitung A' einer 
Grösse A auf ein Gebiet B nenne ich die Zurückleitung der 
Grösse A auf das Gebiet B, unter Ausschluss des zu B er- 
gänzenden Gebietes (vergl. 127 und 33). 

Anm. Ist z. B. a, b, c ein YollBtändiges Normalsystem und p 
= qa 4- fb 4- sc eine beliebige Grösse des Hauptgebietes , Co ist die 
normale Zurückleitung der Grösse p auf das Gebiet bc gleich rb -}- ac 
Für die Geometrie ist üe identisch mit der Xenkrechteu Projektion. 

165. Die normale Zurückleitung A' einer Grösse A auf 
ein Gebiet B ist 

letzteres, wenn der numerische Werth von B gleich 1 ist. 

Beweis. Nach 164 ist A^ die Zurückleitung von A auf 
B, unter Ausschluss des zu B ergänzenden Gebietes, d. h. des 
Gebietes |B. Wird |B mit C bezeichnet, fo ist (nach 129) 
,,_ [B.AC] ,,r,_[B-(A|B)]_[Bj^(A|B)] 
^ ~ [BC] ' [B|B] ~ B* • 

166. Zufatz. Sind ins Befondere A und B von gleicher 
Stufe, fo ist die Zurückleitung 

A' = '^-- '^^, oder = [A;B]B, wenn R* = 1. 

Beweis. Dann ist nämlich (nach 117) [A]B] eine Zahl 
und kann alfo statt [B-(A|B)] geschrieben werden [A|B]B. 

167. Die Ergänzung des kombinatorischen Produktes A 
von m Grössen eines vollständigen Normalsystems, welches 
den numerischen Werth Eins hat, ist dem kombinatorischen 
Produkte der (n — m) übrigen Grössen des Systems gleich 
oder entgegengefetzt, je nachdem [AB] = -f ^ oder = — 1 
ist, d. h. 

* |A = [AB]B, 
wenn die n einfachen Faktoren von [AB] die n Grössen des 
Normalsystems lind. 

Beweis 1. Für das System der ursprünglichen Einheiten 
ist diefe Beziehung in 89 als Definitfon festgcfctzt. 
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2. Ich zeige nun, dass, wenn diefe (durch Gleiehiing * 
dargestellte) Beziehung für irgend ein Normalsystem a, b, 
Cy« • • gilt, fie auch für jedes aus ihm durch circuläre Aenderung 
hervorgehende Normalsystem gelte. Es gehe durch circuiöre 
Aenderung a in ai = xa + yb, b in bi = xb — ya über. Durch 
diefe verwandle Höh A in A^, B in Bi; fo ist zu zeigen, dass 
auch |Ai = [AiBi]B| fei. Da nun A und B zufammen aUe Grössen 
a, b, - • • des Normalsystems und zwar fowohl A als B jede diefer 
Grössen nur einmal enthalten feilen, fo kommen a und b ent*, 
weder beide in A, oder beide in B, oder eine in A und die 
andere in B vor. Wir haben schon in 156 bewiefen, dass 
das Produkt [a^bi] bei diefer Aenderung gleich [ab] bleibt; 
foroit bleibt in den beiden ersten Fällen fowohl A als B un- 
verändert, alfo bleibt dann auch die obige Gleichupg, die nur 
A und B enthält, bestehen. Im dritten Falle fei a in A ent- 
halten, b in B, und fei A^ die Grösse, die aus A hervorgeht, 
wenn man darin b statt a fetzt, und B^ die Grösse, welche 
aus B hervorgeht, wenn man darin a statt b fetzt. Dann 
unterscheiden (ich die kombinatorischen Produkte [A^B^] und 
[AB] nur durch gegenfeitige Vertauschung der beiden ein- 
fachen Faktoren a und b, folglich ist dann (nach 55) [A'B^] 
= — [AB]. Ferner ist dann 

Ai = xA + yA', Bi = xB — yB', 
folglich 

|A,=xlA + y|A' [101]. 

Da nun A und A' nur Grössen des Normalsystems a, b,- • • 
als einfache Faktoren enlhalten , und B und B' die jedesmal 
übrigen, fo gilt (nach der Annahme) für Tie die obige Glei- 
chung *, d. h. es ist 

|A = [AB]B , I A' = [A'B']B' = — [AB]B', 
letzteres, weil [A'B'] = — [AB] war; fomit ist 

|Ai = x[AB]B - y[AB]B' = [AB](xB - yB') = [AB]Bi. 
Endlich ist (nach 156) [AiBi] = [AB], indem die einfachen 
Faktoren von [A^B^] aus denen von [AB] durch pofitive cir- 
culäre Aenderung hervorgehen. Alfo ist 

|A| = [A,Bi]B, , 
d. b. wenn die Gleichung * für irgend ein Normalsystem gilt, 
fo gilt He auch für jedes daraus durch pofilive circuläre 

8* 
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Aenderung hervorgehende, ebenfo Bber auch Ar jedes daraus 
durch negative Aonderung hervorgehende. Denn die pofitive 
circuläre Aenderung, wie wir fie oben annahmen, wird (nach 
154) in eine negative verwandelt, wenn man das Vorzeichen 
von bi ändert, dann ändert fich auch das Vorzeichen von B^, 
wobei die gefundene Gleichung bestehen bleibt. Alfo bleibt 
die Gleichung ^ überhaupt bei jeder circulären Aenderung des 
Normaisystems bestehen, wenn de für irgend ein Normalsystem 
gilt. Nach Beweis 1 gilt fie aber für das Normalsystem der 
ursprünglichen Einheiten, alfo nun auch für jedes daraus cir- 
cttlär abgeleitete. Nun lässt fich aber (nach 161} jedes Normal- 
system, dessen numerischer Werth 1 ist, aus jenem ableiten, 
alfo gilt die Gleichung für jedes Normalsystem, dessen nume- 
rischer Werth 1 ist. 

168. Alle bisher aufgestellten Sätze gelten noch, wenn 
man statt des Systems der ursprünglichen Einheiten ein be- 
liebiges vollständiges Normalsystem fetzt, dessen numerischer 
Werth Eins ist. 

Beweis. Alle in den ersten drei Kapiteln entwickelten 
Rechnungsgefetze gelten (nach HO) auch dann noch, wenn 
man statt der n ursprünglichen Einheiten beliebige n in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen erster Stufe fetzt, 
alfo auch, wenn man die Grössen eines vollständigen Normal- 
systems einfetzt. Ferner gilt (nach 167) der Begriff der Er- 
gänzung wie er in 91 in Bezug auf das System der ursprüng- 
lichen Einheiten aufgestellt ist, auch in Bezug auf jedes Normal- 
system, dessen numerischer Werth Eins ist. Aber auf diefeoi 
Begriff der Ergänzung und den in den ersten drei Kapiteln 
entwickelten Rechnungsgefetzen beruhen alle Sätze des inne- 
ren Produktes, wie fie bisher entwickelt wurden. Alfo gelten 
diefe Sätze noch, wenn man statt des Systems der ursprüng- 
lichen Einheiten ein Normalsystem fetzt, dessen numerischer 
Werth Eins ist. 

Anm. Vermöge des fo eben bewiefenen Satzes ist alfo der Be- 
griff des inneren Produktes in fofern nicht mehr an das System der 
ursprünglichen Einheiten geknüpft, als man statt diefes Systems ein 
beliebiges Normalsystem fetzen kann, dessen numerischer W«rth £in8 
ist, ohne dass irgend einer der bi&her an fgestellten Sätze eine. Aenderang 
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erleidet. Es eracbeint alfo der Begriff des inneren Produktes nnr noch 
an den Begriff des Kormalsystems geknüpft, und dies tritt daher in 
den folgenden Entwickelangen statt des Systems der ursprünglichen 
Einheiten hervor. 

169. Das innere Produkt zweier Grössen ändert Teinen 
Werth nicht, wenn man statt des einen Faktors Teine nor- 
male Zurttckleitung auf das Gebiet des andern Tetzt, d. h. 

[A|B] = [A|B'] und 

[B|A] = [B'|A] , 
wenn B^ die normale Zurückleitung von B auf das Gebiet A 
isl (airo A von gleicher oder höherer Stufe als B ist). 

Es fei A von m-ter Stufe, B von p-ter, das Hauptgebiet 
von n-ter, fo kann man (nach 163) ein vollständiges Normal- 
system a|«---a,t fo annehmen, dass m feiner Grössen, etwa 
ai • • • «a», in A liegen , und fein numerischer Werth 1 fei. Die 
p Faktoren von B Tind dann (nach 157) aus ai***an nume- 
risch ableitbar, alfo B aus den muitiplikativen Kombinationen 
von ai - • • a^ zur p-ten Klasse numerisch ableitbar. Diefe Kom- 
binationen feien Bi, B^i-'-Bq, Bq+i,* • -«Br, wo Bf*Bq die 
Kombinationen aus ai****a,a find; und fei 

B = /JiBj -| • + /JqBq + /Jq+iBq+i' • • 'ßjBri 

fo find (nach 147 u, 168) [A|Bq,.i],. • .[A|BJ alle gleich ^nujl, 
da jede der Grössen Bq-^i bis B, folche Faktoren enthftlt, die 
in A nicht vorkommen, und diefe Grössen alfo der Grösse A 
nicht incident find, alfo wird 

[A|B] = ft[A|BJ+---i?q[ABq] 

= [A|ö?iBi + . . . . /JqBq)]. 

Aber (nach 127) ist ^iB^ -] /SqBq die Zurückleitung 

von B auf das Gebiet [ai**ag|]} mit Ausschluss des Gebietes 
[dn+i " ' An] 9 letzteres Gebiet ist aber (nach 1 67) Ergänzung^ 
des ersteren; alfo ist ßiB^ +*-**/?qBq die normale Zurück- 
leitung von B auf das Gebiet [ai* • • -agj, d. h. auf das Gebiet , 
von A, alfo gleich B' und fomit 
[AjB] = [A|B1. 

Aus gleichem Grunde ist [B|A] = [B'|A]. 

170. Wenn man in äinem inneren Produkte zweier ^ 
gleichstufiger Grössen die eine auf das Gebiet der andern 
normal zurtiokleitet, und diefe Zurückleilung fo wie die Grösse, 
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auf deren Gebiet zurückgcleitet ist, durch ein und dasfelbe 
Maass misst, dessen numerischer Werth Eins ist, fo ist das 
Produkt der beiden Messungs-Quotienten gleich dem gegebenen 
inneren Produkt, d. h. 

[A|B] = a/3', wenn A = aE, 
und die normale Zurückleitung B' von A auf B gleich ^B, 
und der numerische Werth von E gleich Eins ist. 

Beweis. Nach 145 ist 
[A|B]=tA|B1. 

Es fei £ ein Gebietstheil von A, dessen numerischer 
Werth Eins ist, und fei A = aE, B' = /J'E, fo ist [A|B'] 
= aß'[E\E]=aß'E^ = aß% da E*=l ist. 

171. Wenn die Gebiete von A und B zu einander all- 
feitig normal find, und G eine beliebige Grösse von niederer 
oder gleicher Stufe wie B ist, fo ist 
[AB|AC] = A»[B|C] und 
[CAJBA] = A*[C|B]. 
Beweis. Es fei ein Normalsystem angenommen, dessen 
Grössen fich auf die Gebiete A und B vertheilen, und dessen 
numerischer Werth 1 ist, und fei dasfelbe zu einem vollstän- 
dige!^ Normalsysteme ergänzt; fo ist C aus den multiplikativen 
Kombinationen der Grössen jenes Normalsystems (69, 77 b) 

numerisch ableitbar. Es fei C =: Yx^i + Y2C2 ^ ? ferner 

fei A = aAi, B = /JBi, wo Aj, Bi kombinatorische Produkte 
der Grössen des Normalsystems Tind, fo ist 

[AB|AC] = a'ß[^,B,\A,(y^C, + y,C, + • •)] 

= a^/Jy,[A,Bi|AiCi] + a'i?ya[AiB,|AiC,] + . . -. 
Aber [AiBi|AiCJ ist, wenn Ai, Bj, C, Einheilen höherer 
Stufe, d. h. kombinatorische Produkte der ursprünglichen Ein- 
heiten find, (nach 149) gleich [BJCJ. Dasfelbe findet aber 
(nach 168) noch statt, wenn jene Grössen kombinatorische 
Produkte der Grössen eines einfachen Normalsystems nnd, 
alfo in unferm Falle. Somit wird 

[AB|AC] =a*iJy,[B,|C,] + a'i?y2[BilC,] + • • • 

^ a^ß[B^\(YiCt + Y2C2 + ' -H] 
= a'ßlB,\Cl 

Da nun Ai^ gleidh 1 ist, weil A^ ein kombinatoriscbes 
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Produkt von Grössen eines einfachen Normalsystems ist, Co 
ist der gefundene Ausdruck 

= a^MiHBilC] = (aAO*[/»Bi|CJ 

= A*[B|C]. 

Auf gleiche Weife orgiebt fich die zweite Formel des 
Satzes. 

1*72. Wenn A mit A von gleicher Stufe, B aber von 
gleicher oder höherer Stufe wie B ist, und [AB] nicht ver- 
schwindet, fo ist 

(a) [ABI^Ä] = [A'^][B|Ä] -f [Ai|4[Bi'Ä] H und 

(b) [BA\BA] = [ä;B][^|A] + [B\B,][A\\,] +-•••, 
wo A) Ai,* • • • die multiplikativen Kombinationen aus den ein- 
fachen Faktoren (erster Stufe) von [AB], und B, 6i,--- die 
zu A, Ai,*** ergänzenden Kombinationen lind (fo dass alfo 
[AB] = [A^B,] = u. f. w.). 

Anm. Wenn nämlich A eine der multiplikativen Kom- 
binationen aus ai, ^27* ''^u is^9 fo nenne ich diejenige multi- 
plikative Kombination B, welche die fämmtlichen in A nicht 
mithaltenen Elemente enthält, und mit einem folchen Vor- 
zeichen (+) verfehen ist, dass [AB] = [aiaj* «aj ist, die zu 
A ergänzende Kombination. 

Beweis i. Es feien die einfachen Faktoren von [AB] 
alle zu einander normal. Da A von gleicher Stufe mit A ist, 
fo ist es aus den multiplikativen Kombinationen A, A],*- 
numerisch ableitbar. Es fei 

A=zaA + OjAi -| , 

(o ist 

[AB'AB] = [AB|(aA + «lAi +•••)*] 

= a[AB|AB] + tti [AB|AiB] -f • • • . 
Da nun (nach der Annahme) [AB] = [AjBj] ==• • • ist, fo 
erhalten wir den gefundenen Ausdruck 

= a[AB|AÄ] + ai[AiBi|AiÄ] +• • .. 
Da nun die einfachen Faktoren von [AB] alle zu ein- 
ander normal find, und identisch find mit denen von +JA|Bi] 
u. r. w. (nach der Annahme), fo ist A zu B allfeitig normal, 
und ebenfo Aj zu B^ u. f. w. Folglich ist (nach 171) der zu- 
letzt gewonnene Ausdruck 

= aA^[B|B] + aiAi'[B, |Ä] + • • • . 
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Nun ist aber [AJ^A] = [AJ(aA + «lAi H )] = o^Ar^ 

weil A, mit den zu ihm normalen Grössen A, A|,----, aus- 
genommen A,9 innerlich multiplicirt, null giebt (nach 147, 168). 
AKo kann man in dem vorher gefundenen Ausdruck A^\A statt 
o^A,' fetzen und jener Ausdruck wird 

= [A!4[B|B] + [A,!4[B,|Ä]+..., 
d. h. die Formel (a) gilt für unfere Vorausfetzung. 

2. Nun zeige ich , dass , wenn die Formel (a) für irgend 
eine Reihe von einfachen Faktoren gilt, aus denen [AB] be- 
steht, fie auch noch bestehen bleiben, wenn man diefe Faktoren- 
reihe lineal ändert (fiehe 71), d. h. statt irgend eines Faktors 
a fetzt a -f-i^b, wo b einer der andern Faktoren und ß eine 
Zahl ist. Hierbei behält (nach 72) das Produkt [AB], alfo 
auch die linke Seite unferer Formel, denfelben Werth. Be- 
trachtet man nun irgend ein Glied der rechten Seite, z. B. 
[AJ-4] [BjB] , fo können a und b entweder beide in A, vor- 
kommen, oder beide in B,, oder eins in A,, das andere in 
B, In den beiden ersten Fällen bleibt fowohl der Werth von 
A, als der von B, unverändert, alfo auch das betrachtete Glied. 
Im letzten Falle kommt noch ein anderes Glied [Ag|^][BJfi] 
vor von der. Art, dass A, und Ag, im Uebrigen diefelben Fak- 
toren enthalten, nur dass, wo das eine diefer Produkte den 
Faktor a enthält, das andere den Faktor b enthalte. Dann 
stehen B^und Bg, da fie die jedesmal dem A^ und A^ fehlen- 
den Faktoren enthalten, in derfelben gogenfeitigen Beziehung 
zu einander. Es kommt alfo a in einer der Grössen A^ und 
Ag vor; es mag a in A^ vorkommen. Nun fei A' die Grösse, 
welche aus A,. hervorgeht, indem man darin b statt a fetzt, 
und B^ die Grösse, welche aus B, hervorgeht, indem man 
darin a statt b fetzt. Dann enthält alfo A^ diefelben Faktoren 
wie Ag und B' wie B^; es find alfo dann A' und B' (nach 57) 
den Grössen A^ und B^ entweder gleich oder entgegengefetzt. 
Da [A'B'] aus [Aj.BJ durch Vertauschung der beiden einfachen 
Faktoren a und b hervorgeht, fo ist (nach 55) [A'B']= — 
[ApBJ , und dies = — [AgB J (nach der Annahme). Wenn alfo 
A' = + Aaist, fo ist B' = + Bg. Wenn man nun die lineale 
Substitution von a -f- /?b für a einführt , fo verwandelt fich 
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[A,|4[BJB] + [A.|^][B.|JB] = [A,M][BJ.B]-[A'M][B'ifi]in 
[(A, 4- MO W [B;jB] - [A'\A] [(B' + /?B,)| JB] , 

weQ nämlich B, und A' kein a enthalten und alfo unverändert 

bleiben, wahrend A, in A, -f- ßA' und B' in B' + ßB^ fleh ver- 

"wandeit. Alfo verwandelt fleh jene Summe in 

[AJA] [B JJB] - [A'\A] [B'\B] + ß[A'\A] [B,\B] - ß\A'\A\ [B,|B], 

d. h., da die letzten Glieder fich aufheben, der Werth jener 

Summe bleibt ungeändert. Es bleibt fornit die ganze rechte 

Seite unferer Formel bei jener iinealen Substitution unge^ 

ändert, indem die Glieder entweder einzeln unge&ndert bleiben 

oder, wenn fie geändert werden, Tich zu Gliederpaaren grup- 

piren, deren Summe ungeändert bleibt. Da Tomit beide Seiten 

der Formel bei linealer Substitution ungeändert bleiben, To 

bleibt <)ie Formel, wenn fie für irgend eine Faktorreihe gilt, 

auch bei deren linealer Aenderung bestehen. 

3. Es fei endlich die Faktorreihe a, b, • • • • eine ganz 
beliebige, doch ihr kombinatorisches' Produkt [AB] nicht null, 
fo lässt fich (nach 163) stets eine Reihe zu einander normaler 
Grössen erster Stufe ai, 82,- •- angeben, von der Art, dass 
[ab- ••] = [aiaa*- •]. Dann lässt fich aber (nach 76) die 
Grössenreihe a, b,-*- aus ai, aj,**- durch lineale Aenderung 
ableiten. Nun gilt nach Beweis 1 unfere Formel für die Reihe 
der zu einander normalen Faktoren ai, a2,***, alfo nach Be- 
weis 2 auch für die durch fortgefetzte lineale Aenderung daraus 
hervorgehende Faktorreihe, alfo auch für a, b,-*« d. h. all- 
gemein. 

173. Wenn A und A von gleicher Stufe fmd, ebenfo 
B und B u. f. w., endlich L und Ay M aber von gleicher oder 
höherer Stufe ist wie üf und [AB- • -LM] ein nicht verschwin- 
dendes kombinatorisches Produkt von Grössen erster Stufe ist, 
fo ist 

[AB...LM|^Ä---^ilfl 

= ^^[Aa \A\ [Bb !Ä] . . • . \U\A\ ]^^\M\ , 
wo [AaBb'^- • • "LiMm] diefelben einfachen Faktoren enthält wie 
[AB--«LM], nur in anderer Folge, doch in der Art, dass 
beide Produkte einander gleich find, wo ferner A» eben fo 
viel Faktoren enthält wie A, Bb wie B u. f. w., und wo endlich 
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die Snmme (ich auf alle möglichen verschiedenen Ausdrücke 

diefer Art bezieht, fo dass nfimlich AaBb LiMm und Aa'Bb' 

. • * «Li'Mm' als verschiedene Ausdrücke gelten, wenn wenigstens 
eins der Grössenpaare A« und Aa', Bb und Bb',* • * • aus zwei 
Grössen besteht, die in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen. 

Beweis 1. Für zwei Faktoren ist der Satz in 148 be- 
wiefen, Vir können nämlich die Formel 172 auch in folgender 
Weife schreiben 

* [ABMB] = Z[AaM][Bb|B], 
wo AaBb die im Satze dargestellte Bedeutung haben, welche 
mit der Bedeutung der Grössenpaare AB, AiBi,*-- in 172 
zufammenftllt. 

2, Durch wiederholte Anwendung des Satzes für zwei 
Faktoren gelangt man zu dem Satze für beliebig viele Fak- 
toren. In der That kann man das Produkt [AB LM] zu- 
nächst als aus den zwei Faktoren A und [BC- • LM] bestehend 
anrehen. Dann wird 

[AB. . . LMj^B- • -^M] = [A(BC. • •LM)>t(ßr- • -AM)] 

= -Z"[AaM][(ßC. . .LM)b!Är. . . ^AMl 
wo der Index b unter der Klammer andeuten foll, dass der 
in der Klammer stehende Ausdruck als Eine Grösse, gemäss 
der Formel *, behandelt werden (oil. Der gefundene Aus- 
druck ist aus demfelben Grunde wieder 

= Z[AaM][Bb!B][CCD. . .LM)c!r^- . r^üf], 
und fetzt man dies fort, fo erhält man ihn zuletzt 

= Z[AaM][Bb|Ä] . • • • [L^]\M^^~ 
A n m. Die gefammte Schaar der Grössenreihe Aa, Hb * * • Mm kann 
man auf folgende Weife kombinatorisch entwickeln: Man betrachtet 

die einfachen Faktoren dea Produktes [AB ] als kombinatorische 

Elemente, entwickelt aus ihnen die multiplikativcn Kombinationen 
zur fo vielten Klasse, als die Stufe von A beträgt, fo erhält man die 
Grössen Aa*, zu jeder derfelben entwickelt man die multiplikatiyen Kom- 
binationen aus den in ihr nicht vorkommenden Elementen zur fo vielten 
Klasse, als die Stufe von B beträgt, fo erhält man zu jedem Aa die 
fämmtlichen zugehörigen Grössen Bb und fo fort*, endlich die letzten 
diefer multiplikativen Kombinationen, die zu der Grösse M gehören, 
fetzt man gleich ^Mm, wobei man das Vorzeichen fo bestimmt, dass 
[AaBb • • • • Mm] = [AB- • «MJ wird. Zum Beispiel , wenn A =ab, B =cd, 
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C = M»e ist, Xo erhält man Mgende Schaar yon je. drei Grössen, 
Ton denen jedesmal die erste eine Grösse Aa, die zweite eine zage- 
hörige Grösse Bb, die dritte die zu beiden gehörige Grösse Cc darstellt: 



ab, cd, e 


ad, bc, e 


bc, ad, e 


be, ac, d 


ce, ab, — d 


ab, ce, — d 


ad, be, — c 


bc^ ae, — d 


be, ad, — c 


ce, ad, b 


ab, de, c 


ad, cc, b 


bc, de, a 


bc, cd, a 


ce, bd, — a 


ac, bd, — e 


ae, bc, — d 


bd, ac, — e 


cd, ab, e 


de, ab, c 


ac, be, d 


ae, bd, c 


bd, ae, c 


cd, ae, — b 


de, ac, — b 


ac, de, — b 


ae, cd, — b 


bd, ce, — a 


cd, be, a 


de, bc, a. 


114. Zufalz. Wenn in dem inneren Produkte [AB* '• 


\AB' • •] die Grössen A und A von gleicher Stufe find, ebenfo 


6 und B und fo fort, fo ii&i 


rA'B'--l 



WO A' = X[ArM]A„ B' = 2^[Br\B]B~ u. f. w., und wo die 

A, die multiplikativen Kombinationen aus den einfachen Fak- 
toren des äusseren Produktes [AB***] zur fo vielten Klasse 
find, als die Stufenzahl von A beträgt und entsprechend die 

B, u. f. w. 

Beweis. Nach 173 ist 

[AB- . . .|JÄ. * .] =X[AaM][Bb|B]. . . * , wo 

[AaBb---] = [AB 1 

ist, mit den näheren in 173 angegebenen Bestimmungen. 

Da nun A mit^ von gleicher Stufe ist, al(b auch A» mit 
A^ fo ist (nach 141) [A»|^] eine Zahl und aus gleichem Grunde 

[Bb|B], u. f. w. Folglich können wir statt X[AaM][BbIB] 
schreiben 

2 iÄT|^][Bb|g]---[A«Bb---] 
[AaBb • • • .] 
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AIR), da [AaBb*-] gleich [AB*--] ist, 

= Z[Aa!^][Bb|Ä]--[AaBu-.]: [AB • *]. 
Oder, da (nach 46) die Zahifaktoren beliebigen Faktoren eines 
Produktes zugeordnet weftden k<>nfien, 

= Z([Ä;M]Aa-[Bb|B]Bb*..): [AB. *]. 

Hier enthält (nach 173) jedes Produkt [AaBb • • •] diefelben 

Faktoren erster Stufe wie [AB- ••], alfo entbtit in jodeü der- 

felben A» andere ab) Bb, u. f. w. Da nun aber die Ftoduktf, 

in denen Aa, Bb,-«* gleiche Faktoren erster Stufe enthaltet, 

9 



null find, fo können wir diefe l^rodukte zu dem obigen Aus- 
drucke hinzufügen, und erhalten dann denrelben (nach 45) 

= [^l^I\K' Z[B,'i5]B,. .]:[AB. .], 

^''*- [AB.-.]- 
17S. Das innere Produkt zweier Grössen m-ter Stufe 
A und Bf deren jede aus m einfachen Faktoren besteht, ist 
gleich der Determinante aus m Reihen von je m Gliedern, 
die man e/häit, indem man nach der Ordnung jeden einfachen 
Faktor von A mit jedem von B zu einem inneren Produkte 
verknüpft, d. h. es ist 

[abc. . -la'bV. • •] = Determ.r[a|a'], [a|b'], [a'c'], • • 

kb'a'], [b|b'], [b'c'J,-- 
'], [cM, [clC],- 
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wo a = [a|a'], ai = [a|b'], «2 = [a|c'], • • • 

ß = [b|aa ß^ = [b|b'], ß, = [b c'],. . . 

y = [cK], yi = [clb'], y, = [cc'],... 
u. f. w. ^ 

Beweis. Nach 174 ist 

t^.,.Kb'c-..., = tg^l 

WO ai^LajaQa + [b|a']b + [cla']c 4 = oa + /8b -f- yc -^ 

bi=[afb']a + [blblb -{- [c|b']cH =öia + ftb + XiC + • • • 

Ci=[a|c']a + [b|c']b + [c|c']c+ • • • =o,a + /?,b + /jC-f- • • • 

ist. Aber nach 63 ist 

[(aa+zJb+ycf . 0(«i«+A'>+)'ie+' •)(Oa«+/'»b4-y,c-f • •)• •] 

Alfo __ 




[abc...|aW...3 = E?^^^= ,^ , 

"• ' -^ [abc-x] [abc---] 

170—179. Zuffttze. las BefoaOer« ist 
Ite- -[abjaV] = [»la'lEblfc'] — "[a|b'][a1b], 
lTt..[ab]* = j«^»— [«|b]», . 



Ire- .{abc3^=: a'b^c'— a*[b|c]»-^ b'[cIa]»-~ c^[a|b]» 

+ 2[a|b][b|c][cla], 

ire-.[abcd]^ = Deterin. f a^ [a|b], [a.'c], [a|dl 

[b|a], b^ [b|c], [b|d] 
[cla], [c;b], c», [c[d] 
[d|a], [d|b], [d|c], dS 

180- • [ab|c] = [a|c]b — [b;c]a, 

181- [abc|d] = [a;d][bc] -f [b|d][ca] + [cld][ab], 
18a.-[abcd;e]==[a|e][bcd]+[bje][cad]+[c|e][abd]+[d|e^^^^^ 

Denn in 180 bis 182 kann man den zweiten Faktor des 
Inneren Produktes (c, d oder e) als Produkt betrachten, dessen 
zweiter Faktor 1 ist (alfo c-l, d-1 oder e-l), und kann dann 
No. 173 anwenden; wobei man zu beachten hat, dass nach 
den Gefetzen kombinatorischer Multiplikation 

[ab] = — [ba] , [a • bc] = [b - ca] = [c • ab] und 
[a • bcd] = [b • cad] = [c - abd] = [d • cba] ist. 

183. Wenn man aus einer Reihe von (n) Grössen erster 
Stufe die multiplikativen Kombinationen zu irgend einer Klasse 
bildet, und jede derfelben mit der ergänzenden Kombination 
zu einem inneren Produkte verknüpft, fo ist die Summe diefer 
Produkte null, d. h. 

[A|B] + [Ai|B,] +..-.= 0, 
wenn A , A| , • • • die multiplikativen Kombinationen aus den n 
Grösseo erster Stufe a| , a^ , • • - a,^ zu irgend einer (m-ten) 
Klasse, und B, Bi,----die ergänzenden Kombinationen find. 

Beweis 1. Es fei zuerst angenommen m>-=:B — m. 
Da nua A eine der multiplikativen Kombinationen von ai , • • - a« 
ist, fo wird es die Form haben 

A=[aA «•]» 

wo r, s,* • «z beliebige m verschiedene unter den Zahlen 1 • - -n 

find. Da ferner B die ergänzende Kombination zu A ist, fo 
muss es als Faktoren diejenigen n — m unter den Grössen 
ai • • «an enthalten, welche unter den Grössen a,, a^,- • -as nicht 
vorkommen. Es feien dies a,/, aa"*--, a«', fo dass alfo B 
= (— l)p[ar'a»'- • -a«'] ist. Ferner muss das durch (— 1)p an- 
gedeutete Vorzeichen (nach 172 Anm.) fo bestimmt werden, 
da» [AB] = [ar -aj wird, d. b. dass 
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ist. Von gleicher Form Tind die fämmtlichen übrigen Produkte 
[Ai|Bi] u. f. w. Sollen die Kombinationen A, B, Aj, B, ,••• 
wohlgeordnete fein j fo hat man noch die Bedingungen hinzu- 
zufügen, das? r<c s <r-"<:ti<:v<:**'<iz und r' <: s' < 
• ••<:a' fei. Fügen wir diefe Bedingung hinzu, fo wird 
[A|B] + [Ai| B,] + ' - 

= ^(— l^Ka^- • -auBv • • -azlar'a»'- • -au']. 
Fassen wir hier ay • • • »az zu einem Faktor zufammen und 
ftigen dem zweiten Faktor des inneren Produktes an letzter 
Stelle noch den Faktor 1 hinzu, fo wird die Bedingung von 
No. 173 erfüllt, alfo wird der obige Ausdruck 

** [A|B] -f-[Ai|B,]+-> 

— 2ä{— l^WM Wa«']- • • [aulau']-[avaw- -a,], 
wobei noch die Gleichung (*) bestehen bleibt , und auch die 

Bedingungen r' <: s' <c • • • <: u' und v <: w <c • • • <: z geltend 
bleiben, hingegen die Bedingung, dass r <: s <:•••<: ti fei, 
wegfällt, und die Summe fich auf alle unter jenen Bedingun- 
gen möglichen Glieder bezieht. Ich zeige nun, dass in diefer 
Summe alle Glieder paarweife einander entgegengefctzl Itnd, 
und fich alfo heben. Es fei irgend eins diefer Glieder betrach- 
tet, etwa 

C— 13PKfar'][aJa8'] [aulau'][avaw a^] 

wo die Indices bestimmte (von einander verschiedene) Werthe 
haben, die den obigen Bedingungen genügen, und wo nach 
dem Obigen p einen folchen Werth hat, dass die Gleichung 
(*) erfüllt wird. Da die Indices r, r', s, s',"-u, u' alle 
von einander verschieden find, fo wird irgend einer der kleinste 
unter ihnen fein müssen, und unter den Produkten [a^lar'], 
\ßa\^B'] f'" ' [aa|dii'] wird irgend eins diefen kleinsten Index 
enthalten; es fei dies beispielsweife das Produkt [a^lar']. Dies 
angenommen, vertausche man r und r^ und Sndere das Zeichen, 
fo erhalt man einen Ausdruck 

*** C— *)^ ^^[ar'laJKM [au|au'][avaw- • •«.], 

von welchem ich zeigen werde, dass er gleichfalls als Glied 
in der obigen Summe C**) vorkommt. Sollte der Index r 
grösser fein als s% fo gebe man dem Faktor [ar'|aj unter den 
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ftbrigeti Faktoren [a^las']« • • *[aajaa'] eine folche Stellung, dass 
die Bedingung errüllt wird , vermöge welcher der zweite Index 
in jedem dieser Faktoren kleiner Tein Toll als der zweite Index 
des nächst folgenden Faktors. Ich will annehmen, dass diefe 
Bedingung erRllIt Tei, wenn man den Faktor [ar'|aj um q 
Stellen nach rechts rückt, was gestattet ist, da alle diefe Fak- 
toren Zahlen find. Es ist nun noch zu zeigen , dass auch die 
durch Gleichung (^) ausgedrückte Bedingung für das fo her- 
vorgehende* Glied gilt, d. h. dass fie noch bestehen bleibt, 
wenn man in ihr p + 1 statt p fetzt, auf der linken Seite 
Bt' mit a, vertauscht und dicfe beiden Faktoren um q Stellen 
nach rechts rückt. Das Produkt, welches auf diefe Weife aus 
(— l)^[Mf* • •fluav* • •Bzar'as«- • -au'] hervorgeht, heisset P-, fo ist 

P = ( — 1)P *" K^T'^a • • ' a^av • • • az a^aa' • • • au*] 
Denn man kann in diefem Produkte P die Faktoren a, und 
8,' gleichzeitig wieder um 9 Stellen zürückrückcn, ohne dass 
fleh (nach 58) der Werlh des Produktes ändert. Ferner ist 
der letzte Ausdruck (nach 55), indem man a, und a,' vertauscht, 
= — ( -^ iy^K^r^B • au av • • • az ar^a,' • • • au'] 

= ( — l)^[ara, auay • • • 8s ay^ag' • • • au*] 

= [aiaa"--aj [nach *]• 

Alfo P =5 [a^a, aj. Alfo ist jener Ausdruck (***) 

allen Bedingungen unterworfen , denen die Glieder der Summe 
(**) unterworfen find, ist alfo, da jene Summe alle Glieder 
enthält die jenen Bedingungen genügen, felbst ein Glied jener 
Sammp. Dies Glied hebt fich nun mit dem zuerst betrachteten 
Gliede auf; denn 

(— l)P[a,!ar'][a,|a,*]- . -[aulau'lEayaw- • -a»] 

+ C— l)^'^*[ar'|aj[ajas']. • -[aulaulLavaw- • -a.] 
ist null, da ^aj = [a,iar] ist (nach 144) und (— 1)^+^ 
= — ( — 1)P ist. Aber auf diefelbe Weife, wie aus dem ersteren 
diefer beiden Glieder das letztere hervorgeht, geht aus diefem 
jenes hervor. Und auf gleiche Weife findet fich zu jedem 
Gliede jener Summe ein ihm zugepaarles, welches fich mit 
ihm aufhebt; alfo ist jene Summe null, alfo auch das diefer 
Summe gleiche 

[A|B] + [Ai|Bi] +....= 0. 
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2. Wenn m <; n — m ist, to ist (nach 150), wena noch 
m(n — m — 1) = c geretzt wird, 
[A|B] + [Aj'BJ + •••=(- 1)«1[B|A] -h (- l)'|[Bi|AJ + • • • 

=(- l)t[B;A] + [B,|Ä,] +....) [98]. 
Hier ist (nach Beweis 1) die in Klammer geschlossene 
Summe 0, alfo 
[A|B] + [A,|B,] +•••=(- 1)«|(0) = [89]. 

184. Zufatz. Wenn man aus einer Reihe von 4in 
Grössen erster Stufe ai • • • Si^^ die ßlmmtlichen multiplikativen 
Kombinationen A, B, C**- zur 2m-ten Klasse, welche eine 
dierer Grössen, z, B. ax enthalten, bildet, und jede derrelbon 
mit der ergSnzenden Kombination zu einem inneren Produkte 
verknüpft, fo ist die Summe diefer Produkte null, d. h. 

[A|A'] + [B|B'] +.... = 0, 
wo A , B , • • • die multiplikativen Kombinationen aus ai , • * • • 
a4n& zur 2m-ten Klasse, welche ai enthalten, und A% B^,--* 
deren ergänzende Kombinationen Hnd. 

Beweis. Da A, B,--* die ßmmtlichen a^ enthaltenden 
multiplikativen Kombinationen aus 4m Elementen zur 2m-len 
Klasse find, fo find ihre ergänzenden Kombinationen A', BV * * 
die ßmmtlichen Kombinationen aus denfelben Elementen zu 
derfelbcn Klasse, welche ai nicht enthalten. Ferner, da die 
Stufenzahlen von A, B,**A', B',** gerade find, fo ist (nach 
58) [AA'] = tA'A], und alfo (nach 172 Anm.), wenn A' die 
ergänzende Kombination von A ist, auch A die ergänzende 
Kombination von A', und ebenfo B die von B', fomit (nach 183) 
[A|A'] + [B|B'] +••••+ [A'l A] + [B^B] + . . •= 0. 

Aber (nachM44) [A|A'] = [A'|A], [B|B'] = [B'|B]. .. 

Alfo 

aCAIAI + 2[B|B'] + . . . = 0, d. h. 
[A|A'] + [B|B'] + =0. 

18S— 187. Zufätze. Ins Befondere ist 

185. [ab|cd] + [acldb] + [adjbc] = 0, 

186. [ab|c] + [bc|a] + [ca|b] = 0, 

187. [abc|d] - [bcd|a] + [cda;b] - [dab|c] = 0. 
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§. 4. Besondere Sätze ttber die iimere Hnltiplikation zweier 

Grössen erster Stufe. 

188. Die Bedingungsgleichungen für die innere Multi- 
plikation zweier Grössen erster Stufe find 

(a) [er|es] = 0, wenn r ^ s, 

(b) [e^lej = [e.lej = • • • , 

und zwar gelten diefelben auch, wenn man statt der Einheiten 
e^, 63,- «-eQ ein beliebiges vollständiges Normalsystem fetzt. 
Beweis. Die Geltung der beiden Gleichungsgruppen für 
die* Einheiten ist in No. 142 bewiefen. Alfo gelten fie (nach 
168) auch für jedes einfache vollständige Normalsystem. Sie 
gelten aber auch für jedes beliebige vollständige Normalsystera. 
Denn find a, b, zwei Grössen desselben und ist X der nume- 
rische Werth des Normalsystems, fo dass a = Aa% b = Ab' 
gefetzt worden kann, wo a^ und b^ den numerischen Werth 1 
haben, fo ist [a'jb'] = 0, alfo auch [Jla'jAb'] = , d. h. [a|b] 
= und [a'|a'] = 1 , alfo [a|a] = [Aa'lAa'] = A^[a>T = X\ 
Ebenfo [b|b] = A^, alfo [a|a] == [b|b]. Zu zeigen ist noch, dass 
die beiden obigen Gruppen die vollständigen Bestimmungsglei- 
chungen enthalten, d. h. (nach 4b() dass zwischen den Pro- 
dukten [e,|ej keine andere Zahlbeziehung herrscht, als eine 
aus jenen beiden Gruppen ableitbare. Es lassen fleh vermöge 
der beiden Gruppen alle Produkte [e,|es] , fofern r gleich s Ist, 
gleich [ei|e|] fetzen, während fie verschwinden, fobald r von s 
verschieden ist. Hat man alfo irgend eine Bedingungsgleichung 

-Z^«r,fKleJ = 0, 
fo verwandelt fie fich in 

alfo, da [eilC]] gleich 1 ist, in 

Ist aber letzteres der Fall, fo geht die Gleichung 

Xar,.[er|e.] = 
schon aus den obigen beiden Gruppen hervor, fomit enthalten 
jene beiden Gruppen das vollständige System ^er Bestimmungs- 
gleichungen. 

Anm. Fttr die innere Multiplikation zweier beliebiger Grössen 
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von den Stnfen p und q (q >> = p) ist das System der Besümmnngs- 
gleichungen in den beiden Gleichungsgruppen enthalten: 

(a) [E|F] =0, wenn E nicht mit F incidcnt ist, 

(b) [E|EG] = [E'|E'G], woE, F, G, E' kombinatorische Pro- 
dukte der ursprünglichen Einheiten find, E, E' von p-ter, F, [E6] 
and [E'G] von q-ter Stufe und die letzteren beiden nicht null find. 

189. [a;b] = [b|a] (spccieller Fall von No. 144). 

190. Es ist 

[(OiBi + «283 -I )|(/Jiai + /JaSj + • •)] 

wenn ai, 82,*** zu. einander normal Tind. 

Beweis. Denn we nn « lai + 0382 +••• mit ^M, ^^^ 
ßi^ -f ßi^i -| — * mit ^/?,ar bezeichnet wird , To ist 

[(«181 + «282+ • 0|(M+fta2 -f • •)] = lXäÄ'^/^1 

= ZaA[8r|8.] [42] 

weil 8]^ und a., wenn r von s verschieden ist, nach der An- 
nahme zu einander normal find, alfo (nach 188) ihr inneres 
Produkt null ist. Der letzte Ausdruck ist aber 

= ^«Äa7= «iM^ +(^2ß%^ft^ -i • 

191. Es ist 

[(Oiai + «282 + • • : Kftai + ß^Bi + • 0] =«ift + «2i*2 + • • , 
wenn a^, 82,-** ^'^ einfaches Normalsyslem bilden. 
Beweis. Denn nach 190 ist 

[(«181 + «282 H ) (ftai + ft82 + • •)] 

aber, wenn a^, 82,* •• ein einfaches Normalsystem bilden, fo 
ist a| = a^ =• * == 1 , alfo der gefundene Ausdruck 

= Oißi + üißi + • • • . 

192. Wenn aj, 82,* •* zu einander normal find, fo ist 

(81 + 82 +••)*=«! + «:+ ••. 

Beweis aus 190. 

193. Es ist 

(a + b)*=a^ +2[a|b] + b*. 
Beweis. Es ist 

(a + b)* = [(a + b)|(a + b)] 

= [a|a] + [a|b] + lb|a] + [blb] [42], 
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aifo (nach 189) 

= a^ + 2[a|b] + b^. 

194. Es isi 

(a + b + c)^ = a' + b' + c' + 2[b|c] + 2[c|a] + 3[a|b]. 

Beweis wie in 193. 

Anm. Die Sfttzo 192—194 stellen, geometrisch gedeutet, den 
Pytliagoräiscben Lehrfatz nebst feiner Erweiterung für die Ebene wie 
fiir den Raum dar. 

§. 6. Einführung der Winkel. 

195. Unter ^AB (Winkel AB) verstehe ich, wenn A 
und B von gleicher Stufe aber nicht null, und a und ß ihre 
namerischen Werthe find, denjenigen Winkel zwischen und 
n (diefe Grdnzen mit eingeschlossen), dessen Cofmus gleich 
dem durch die numerischen Werthe dividirten inneren Pro- 
dukte jener Grössen ist, d. h. ich fetze 

COS. ^AB = ^'^1, ^AB = 0. .TT. 

(tp 

Ferner verstehe ich, wenn a, b, c,-«- Grössen erster 
Stafe find, und a, /?, Yj' ' ' ^^^^^ numerischen Werthe, unter 

fin. (abc- • •) den Ausdruck, welcher numerisch gleich ^-^ ^ 

(xpY* • • 

und nicht negativ ist, d. h. 

fabc ••• »1 
fin. (abc- • •) >>=: und numerisch = 



d. h fin. ^(abc • • • ) = 



[abc- • ♦]* 



190. Wemi «,-b Grössen ersler Stufe find^ fo ist 

fin. (ab) = fin. ^-ab. 
Beweis. Denn nach 195 ist 



='-m 



= l~cos. *^ab [195] 

= nii. ^^ab. 
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Und da nach der Definition fin. (ab) nie negativ «nd ^ab 
ein Winkel zwischen und tt, alfo fin. ^^ab auch nicht negativ 
ist, To folgt aus Tin. ^(ab) = Tm. ^^ab, dass Hn. (ab) = fin. 
^ab fei. 

197. [A|B] = aj3cos.'^AB, wenn A und B von gleicher 
Stufe und a und ß ihre numerischen Werthe find. 

Beweis aus 195. 

198. [ab]' = (a/?nn. ^ab)^ wo a und ß die numerischen 
Werthe von a und b fiiid. 

Beweis. Nach 177 ist [aby = a^ß^'^[^\by 

= a^ß^- Caßcos.^ühV [197] 
= a^ß\l — COS. *^ ab) 
= a2j92rin.2z.ab. 

Anm. In diefcn Formeln tritt der Gegenfatz zwischen dem 
äusseren und inneren Produkte in einfachster Gestalt hervor. Während 
das innei^e Produkt zweier Grössen erster Stufe gleich dem Produkte 
der numerischen Werthe in den cofinus des Zwischenwinkels ist, fo ist 
das äussere Produkt derfclben , abgefehen vom ^ Zeichen , gleich dem 
Produkte der numerischen Werthe in den fmus des Zwischen winkek 

109. Es ist 

[abjcd] ^=a/9yJfin. -^abfin. ^cdcos.(^ab«cd), 
wenn a, ß, y» ^ ^^^ numerischen Werlbe von a, b, c, d Tiad. 
Beweis. Der numerische Wcrlh von [ab] ist ([ab]^}' 
und der von [cd] ist ([cd]^) , alfo ist (nach 197) 
[ab|cd] = ([ab]'[cd]^)*cos.(^ab.cd) 

= [(ai?fin.^ abyJfin.^cd)2]W.(^ab.cd) [198]. 
Aber da das Produkt a/?rin.^ab)^Jnn. «^cd pofitiv ist, fu 
hebt Tich das fortschreitende Potenziron diefer Grösse durch 
2 und ) auf, und es wird 

[ab|cdj = ajJyJfiri. ^ebnn.^cdcos.(^ab*cd). 
200. Die normale Zurüelileitung von A auf eine Grösse 
gleicher Stufe B ist numerisch gleich Acos. ^^Aß. 

Beweis. Wenn A^ die normale Zurückleitung von A 
auf B ist, fo ist (nach 166) 

ß 

= acos. ^AB~, alfo numerisch ==A cos. ^ AB. 

P 



201. Wenn b, b, c,- • • zu einander noriiaal flnd, |d ist 
filr jede aus ihnen numerisch ableitbare Grösse k 

— = — COS. ^ak -f -^cos. ^bk 4- • • • , 
X a ß ' ' 

wo X, a, /?,• • • die numerischen Werthe von k, a, b,- • • find. 

Beweis. Es fei k = xa -|- yb +• • • , fo erhalten wir 

durch innere Multiplikation mit a, da [b|a] u. T. w. null find, 

[a|k]=x[a|a] = xa2 [151], 

ir [«m axcos.^ak ^.^.^ 

alfo X = *^-^ = 5 ,. [1971 

X 

= — cos.^ak. 
a 



X 



Aus gleichem Grunde ist y = -^-cos. ^bk u. T. w. Diefe 
Werthe von x, y^*** in die obige Formel eingefelzt, giebt 

X X 

k = — eos.^aka 4- -^cos,'^bk-b +• --j d.h. 

— = --cos. ^ak + -^cos.^bk + • • •. 
X a ß ' 

202. Wenn a, b zu einander normal und k und 1 aus 
ihnen numerisch ableitbar find, To ist 

cos.^kl = cos.'^akcos. "^al -}- cos.^bkcos.-^bl-j-« •. 

Beweis. Nach 195 ist, wenn x, ^ a, ßy*" die nume- 
rischen Werthe von k, I, a, b,**- find, 

COS. ^kl = M = [^\j\ = [C"^^^- ^»J'+T^os- ^bk + • •) 

:Q COS. ^al + ycos. ^bl + . .^1 [201] 

a' b- 

— «cos.^akcos.^al + —. 
a* p 

weil [a|b] u. f. w. null find. Da nun fk* = a\ b^ = /J^, u. f. w, 

fo erhält man 

cos.^kl==cos»^akcos.^al + cos.^bkcos.^bl -j-- • • •. 

Zufatz. Jüan kann diefen Satz auch fo ausdrückcu: 
Statt eine (xrösso erster ^tufe (k) auf eine andere 1 zurück- 
zuleiten ^ kann man jene zuerst auf die Grössen eines Mormal- 
systems zurückleiten und <üapn düe fo erhiltenen Zurück- 



n LI 

= -;;^cos.^akcos.^al + 3^cos.^bkcoB.:^W +• • •, 
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ieitimgen auf I eurückleiten , und diefe letzten Zurückleitungen 
addiren, vorausgeretzt, dass hierbei alle Zurückleitimgen nor- 
male flnd. 

203. Wenn a, b,*** zu einander normal und, To ist 
für jedes aus ihnen numerisch ableitbare k 

1 == COS. *^ka -}- COS. '^kb -j . 

Beweis. Die Formel geht aus 202 hervor, wenn man 
I==k fetzt. 

204. Wenn a, b,*** zu einander normal und k und 1 
aus ihnen numerisch ableitbar und gleichfalls zu einander nor- 
mal findy fo ist 

= COS. "^akcos. -^al -|- cos. ^bk cos. -^bl -f • • • • 
Beweis. IMe Formel geht aus 202 hervor, wenn man 
^lk = 90® felzt. 

205. Wenn a + b -| =0 ist, und a, /?,••• die 

numerischen Werthe von a, b^--- find, fo ist 

a) a: /?:• • • • =fin.a' : finb':« • •, 

wo a^, bV * die zu Iei, b,-** ergänzenden Kombinationen aus 
a, b,' • • find, 

b) acos. -^ax -f jScos. ^bx \ =^0, 

wo X eine beliebige Grösse ist, 

c) fin.a'cos. ^ax 4- fin. b'cos. ^bx -| — *• =0. 
Beweis 1; Hultiplicirt man die Gleichung 

a + b H =0 

kombinatorisch mit cd • • • • , fo erhält man 

[acd- . .] + [bcd. ••]=&, alfo [acd- •]*== [bcd- .]^ 
wo [acd- • •] das Produkt aller Grössen a, b, c,- • •, mit Aus- 
nahme von b, und [bcd* • •] das Produkt aller Grössen, mit Aus- 
nahme von a, ist. Somit ist (nach 195) 

(ayj. . O^fin.^Eacd.] + (ßyi' • .)*nn.2[bcd- • •] =0, 
oder a*nn.*[acd. • •] =:/y^fin.*[bcd- • •]. 

Nun ist cad* • • die ergänzende Kombination zu b, alfo == b', und 
bcd- • • die ergänzende zu a, alfo = a', alfo fin.b^ = fin.(cad* •) 
und fin.a' = rin.(bcd* •), alfo, da a, ß, ffn.a', fin.b' pofitiv find, 

afin.b' = jJfin.a', d. h. a: /?= fin.a': fin.b', 
und fomit allgemein 

a :/?:••• sfin.a^: fln.b :•«•. 
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2. Muliiplicirt man die Gleichung a -f b -{^ * • =: inner- 
lich mit einer beliebigen, von null verschiedenen, Grösse erster 
Stufe X, fo erhält man 

[a|x] + [b|x]+--=0, 
alfo wenn | der numerische Werth von x ist, ist 

alcos.^ax -f- jJJcos.^bx +- ••• =0, d.h. 
acos. '^ax + /Jcos. ^bx -f- • • • == 0. 

3. Substituirt man in die fo erhaltene Gleichung die vor- 
her gewonnenen Werthe von a :/}.%/:••*, fo erhält man 

fin. a' cos. ^ ax -|- fin. b' cos. ^bx +••••= 0. 

A n m. Die entwickelten Formeln haben nur dann eine Bedeutung, 
wenn zwischen den Grössen a, b, • • * keine andere Beziehung herrscht, 
als die durch die Gleichung a -{- b 4- * * =0 dargestellt ist, d.h. wenn 
die n Grössen a , b , • • • in keinem Gebiete von niederer als (n — l)ter 
Stufe vereinigt find. Für drei Grössen enthält die erste den bekannten 
Satz, dass im Dreieck die Seitenlängen fleh wie "die finus der Gegen- 
winkel verhalten. 

206—213. Aus den Formeln 172, i75-178, 184, 
185 ergeben fich mit Hülfe der angegebenen Winkelbezeich- 
nungen folgende Formeln: 
206. fin. ^ AB • fin. ^ AB cos. (^ AB AB) 

= 2^^os. -^ A^ cos. ^B,B, 
wo Ar die Kombinationen aus den einfachen Faktoren von 
[AB], zur fo vielten Klasse, als die Stufe von A betrflgt, und 
Er die ergänzenden Kombinationen find. 
201. fin.(abc- Ofin.(aVc- Ocos.C^abc- • :a'bV. • •) 

= Detorm. { cos.^aa', cos.^ab',« • • 

COS. ^ba', cos. -^bbV • • 

• • 

208. fin. ab fin. cd cos. (^ ab* cd) 

== cos. ac COS. bd — cos. bc cos. ad , 
und wenn hier a und c statt c und d gefetzt wird 

209. fin. ab fin. ac cos. (^ab • ac) = cos. bc — cos. ab cos, ac, 
eine bekannte Formel der sphärischen Trigonometrie, ferner 

210. fin. «ab = 1 — cos. «ab , 

was hier als die Transformation von 177 mit aufgeführt ist. 

211. fin. «[abe] = 1 — cos. «bc — cos. «ca — coa. ?ab 

4* 2 ^^* bc cos. ca cos. ab. 
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21«. fin.Afin.Bcos.^AB + fin.Aifiii.BiCOS.^AiBi H 

= 0, 
wenn A, A^,* • die Kombinationen aus 2n Grössen erster Stufe 
zur n-ten Klasse, und B, Bi,**- deren Ergänzungen find* 

213. fin.abrin.cdcos.(^ab*cd)-{-fin.acfin.bdcos.(^abcd) 

4- fin. ad fin, bc cos. C^ ad • bc) == 0.« 
Anm. Ebenfo würden fleh die übrigen Formeln aus §. 3 haben 

[abcdj 
umgestalten lassen, wenn man noch ^ 'y = cos. ^1 ab cd gesetzt 

hätte u. f. w. 

214-219. Ferner aus 193, 194 ergiebt fich. 

214. (a + b)^ = a'» -f- 20/9 cos. ^ab + ß\ 

215. (a + b + c)^ = a^ + /J2 + y* + 2/?ycos.^bc 

-f 2/a COS. ca 4- 2a/? cos, ab , 
wo a, ß, y die numerischen Werthe von a, b, c find. 

^ttp. 5. ^nmcnbunjen auf bie (Seometric. 

§.1.^ Addition, Subtraktion, Vervielfachung und TheUung 

von Punkten und Strecken. 

216. Erklärung. Wenn ein Punkt E und drei gegen 
einander fenkrechte und gleich lange Linien als ursprüngliche 
Einheiten angenommen find, und ce, ai, o^, «3 beliebige Zah- 
len find, fo verstehe ich 

a) unter 

E + Oiei + OjCa + <he^ 
den Punkt A, zu welchem man gelangt, indem man von E 
aus zuerst um eine Strecke £B fortschreitet, welche gleich 
aiCi ist, d. h. welche mit e^ gleich oder entgegengefetzt ge- 
richtet ist, je nachdem ai pofitiv oder negativ ist, und deren 
Länge fich zu der von Oi wie o^ zu 1 verhält, dann von B 
aus um eine Strecke BC, welche in deinfelbcn Sinne gleich 
03^2 9 tuid endlich von C aus um eine Strecke CA , welche in 
demfelben Sinae gleich 0303 ist, fortschreitet, 

b) zweitens verstehe ich dann unter 

«1*1 + «202 + «»63 

eine Strecke, d. h. eine gerade Liifie von bestimmter Länge 
und Richtung, und zwar diajenige Striae, welche gleiche 



Lfinge und Rtohtung hat mit der von E nach dem Punkte 

E + OiCi + 0262 + «363 gezogenen geraden Linie, 
g) drittens unter 

a(E + a,ei + o^ea + 030,) 

= aE + actjei + ctOaCa + accgea 
das a-fache des Punktes E + aiCi + o^ea + 0363, und 
fetse fest, dass für alle diefe Grössen und ihre Verknüpfungea 
die in Kap. I. gegebenen Bestimmungen, und alfo auch die 
daraus abgeleiteten Sätze gelten. 

Anm. Grössen erster Stufe find alfo hier die einfachen nnd viel- 
fachen Punkte und die Strecken von bestimmter Länge und Richtung. 
Durch die Erklärungen in §. 1 ist dann die Addition, Subtraktion 
Vervielfachung und Theilung diefer Grössen bestimmt, und durch die 
Sätze in §. 1 die Geltung der algebraischen Verknüpfungsgefetze für 
fie nachgewiefcn und in den folgenden §§. die befonderen Eigenschaften, 
welche ihnen als extenfiyeD Grössen zukommen. Wir leiten hier zu« 
nächst aus diefcn formellen Bestimmungen die Konstruktionen ab,, 
durch welche die Refultatc der verschiedenen Verknüpfungen erfolgen. 

217. Wenn A = E + a^ei + ttjCa + «seg ist, fo find 
ttie^, Oa^i) ^3^3 die fcnkrechten Projektionen (normalen Zu- 
rückleitungen) von EA auf die 3 von E ausgehenden mit äi, 
^2} ^3 gleichgerichteten Axen. 

Beweis folgt unmittelbar aus der Definition. 

218. Lehrfatz aus der Geometrie. Gleichgerich- 
tete» Strecken, auf diefelbe gerade Linie fenkrecht projicirt, 
liefern gleichgerichtete Projektionen , die fich ihrer Länge nach 
wie die projicirten Strecken verhalten; und umgekehrt, wenn 
die fenkrechtefi Projektionen zweier gerader Linien auf drei 
gegen einander ferikrechte Axon gleich lang und gleich ge- 
richtet find, fo find die projicirten Linien felbst einander gleich 
lang und gleich gerichtet. 

219. Lehrfatz aus der analytischen Geometrie. Wenn 
A, B^ C drei beliebige Punkte einer geraden Linie Und, und 
AB, BC, AC durch ein Stück DE diefer Linie gemessen, be- 
ziehlich die Ouotienten a, ^, y geben, wobei jeder Ouolient' 
pofitlv oder negativ genommen ist, je nachdem die gemessene 
Linie mit der messenden (t)E) gleich oder entgegengefetzt' 
ist, fo ist allemal 

ß — Y, 
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was man auch, der Kürze wegen , schreiben kaon 
AB + BC = AC. 

220. Mehrere Strecken (von gegebener Richtung und 
Länge) addiri man, indem man ße, ohne ihre Richtung und 
Länge zu ändern , stetig an einander legt, d. h. He fo legt, 
dass wo die eine aufhört, die nächst folgende anfängt, dann 
ist die gerade Linie vom Anfangspunkt der ersten zum End- 
punkte der letzten der gefuchten Summe gleich lang und gleich- 
gerichtet. 

Beweis. Erstens für 2 Strecken a und b. Es fei 
a = CiCi -f" ajea + c^^e^ , 

b = /?iei +ftca + ß^e^, 
alfo (nach 6) 

a + b = («1 + /Ji)ei + (cta + ftDcj + («3 + ß^^e^. 
Ferner fei E + a = A, E + b = B, E -f- (a + b) = C, fo ist 
(nach 216) die gerade Linie EA mit a gleich lang und gleich- 
gerichtet, £B mit b, EC mit a + b. Endlich fei FG mit EA 
gleich lang und gleichgerichtet und QU mit EB, fo ist zu 
beweifen, dass FH mit EC gleich lang und gleichgerichtet 
fei. Da FG mit EA gleich lang und gleichgerichtet ist, fo 
gilt dies (nach 218) auch für ihre Projektionen; nach 217 fmd 
aber die Projektionen von EA gleich und gleichgerichtet mit 
Ol Ol, a2 02, «303, fomit gilt dies auch von den Projektionen 
von FG; aus gleichem Grunde find die Projektionen von GH 
gleich lang und gleichgerichtet mit ßiOi, ßi^ii j^s^a* .^^ ^''^i^n 
nun Fl, Gl, H| die Projektionen von F, G, H auf die von 
E ausgehende mit e| gleichgerichtete Axe, fo ist alfo F^Gi 
mit ttiOi gleich lang und gleichgerichtet, GiHi mitj^iOi, d. h. 
Fl Gl und Gl Hl liefern, durch Oi gemessen, die Quotienten ai 
unAßiy fomit liefert (nach 119), da Fi, Gi, Hi in Einer gc- 
raden Linie liegen, FiHi, durch Ci gemessen, den Quotienten 
^i -h ßi9 d. h. FiHi ist mit (ai + j?i)ei gleich lang und gleich- 
gerichtet. FiHi ist aber die Projektion von FH auf die durch 
E in der Richtung yon Ci gelegte Axe. Wendet man diefelbe 
Schlussfulge auch auf die übrigen A^en an, fo.ergiebt fich, 
dass die Projektionen von FH gleich lang und gleichgerichtet 
find mit («i +ft)ei, («j +ft)e2, («a +. 1^3)63, d. h. mit den 
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Projektionen von EC, Tomit ist (niich li8) FH mit EG gleich 
lang und gleichgerichtet, d. h. mit a + b, was zu beweifen war. 
Zweitens. ^Hat man nun mehrere Strecken a, b, c u. 
r. w., und ist a mit FG, b mit GH, c mit HI,-*** u. t. w. 
gleich lang und gleichgerichtet, fo ist nach dem ersten Theil 
des Beweifes a -f b mit FH gleich lang und gleichgerichtet, 
alfo auch wieder, da a -f b mit FH, und c mit HI gleich lang 
und gleichgerichtet ist, a -f b + c mit FI, u. T. w. 

221. Das Produkt einer Strecke a mit einer Zahl a ist 
wieder eine Strecke (b), welche mit der ersteren (a) gleich 
oder cntgegengüfetzt gerichtet ist, je nachdem die Zahl a po- 
iltiv oder negativ ist, und deren Lange lieh zu der von a, wie 
a zu 1 verhält. 

Beweis. Es feien £, e^, e^ e^ als Einheiten genommen, 
und Tel 

a = OiBi + ^^2 + <^3Ö3 j fo ist 
b = aa = aCa^ei + o^ej + «303) 
= aaiBi -f- 00262 + 00303. 
Der letzte Ausdruck bedeutet aber (nach 216) eine Strecke, 
welche gleiche Länge und Richtung hat mit der von E nach 
dem Punkte B = E + aaiOi -f 04X2^2 + ««ses gezogenen gera- 
den Linie EB. Die Projektionen diofer Linie auf die 3 von E 
ausgehenden mit e|, 02, 03 parallelen Axen find (nach 217) 
oOiCi , 00362 + ««363. Ebenfo ist o^ei -|- 0262 + OgO, eine 
Strecke , die gleiche Länge und Richtung mit der von E nach 
dem Punkte A = E -(- ^i^i -h (^1^2 + ^3^3 gezogenen Linie hat, 
und aiOi, 0262, 0363 find die Projektionen von EA auf die ge- 
nannten 3 Axen. Ist nun zuerst o pofltiv, fo Tmd oo^Oi, 00362, 
00363 beziehlich mitOiCi, 0263, 0363 gleichgerichtet, und ver- 
halten fleh zu ihnen wie o : 1 , alfo gilt dasfelbe (nach 218) 
auch nir die projicirten Linien, d. h. EB ist mit EA gleich- 
gerichtet, und feine Länge verhält fich zu der von EA, wie 
0:1; da nun b mit EB und a mit EA gleiche Länge und Rich- 
tung hat, fo find auch a und b einander gleichgerichtet, und 
verhalten fleh ihrer Länge nach, wie 1 :o. 

Ist aber o negativ = — ß, fo find aa^Ou 0026^, OC363, 
d. h. — jSOiCi, — ßft^eiy — ^^«363, die Projektionen von EB, 

10 
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und find (nach 216) denen von EA, nftmlich UiCi, 0,62, 0363 
entgegen gefetzt gerichtet, fomit find die von BE, nämlich 
ßaiQiy ß(h^%^ ß(h^3} n^it denen von EA gleichgerichtet, und 
ihre Langen verhalten (Ich, wie ß:iy alfo find auch BE und 
EA gleichgerichtet, und verhalten fich, wie ^:1, alfo Ond 
EB und EA und ebenfo alfo auch b und a einander entgegen- 
gefetzt gerichtet, während ihre Längen fich noch wie i:ß 
verhalten. 

222. Die Summe aA +i^B + • • •, in welcher A, B,- • • 
Punkte, a, j9, •** Zahlen find, ist eine Strecke oder ein viel- 
facher Punkt, je nachdem a-f j?-f***> gleich oder ungleich 
Null ist, und zwar ist im ersten Falle 

aA + i^ß H = a(A — R) + j?(B — R) ^ , 

im zweiten 

aA + /JB -j = (a + i» + • • • )S , 

a(A-R) + ^(B-R) + '- 

^'-^ = a + ß + ^r. ' 

und R ein beliebiger Punkt ist. 
Beweis. Es ist 

A = R + A-^R, B = R-f-B — R. 
Setzt man diefe Werthe in den Ausdruck aA + i^B -f " • 
ein, fo erhält man 

aA + i?B + - . . = (ce -I- j9+ • OR + «(A - R)+-iJ(B -- R)+ • •. 
Alfo erstens, wenn a + /? + ' • • = ist, 

= a(A-R) +/?tB--R)+--. 

Ist hingegen a -{- ß -{ von Null verschieden, etwa gleich 

0", fo wird 

aA + iJB + -- =aR + a(A — R)+i9tB -R)H 

^y^^ ^ a(A^R) + ig(B~R)+-A 

= 0*8, 
wen« S = R + "^^-^> + ^f-«>^-, 

d.h. S R^«(A-R) + i?(B-R)+.-. 

a 

gefetzt ist. 

Zufatz. Wenn A und B Punkte find, fo ist A — B die 
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Strecke, welche mit der geraden Linie BA gleich lang und 
gleichgerichtet ist. 

Beweis. Nach 218 ist A — £ eine Strecke, welche 
gleich lang und gleichgerichtet ist mit der geraden Linie SA 
und B — E eine mit EB gleich lange und gleichgerichtete 
Strecke; nun ist 

A— B=(A— E)— (B— E), alfo 

=(A-E) + (E-B)=(E-B) + (A— E). 

Da nun E — B und A^E Strecken Tind, die mit BE 
und £A beziehlich gleich lang und gleichgerichtet find, fo ist 
ihre Summe (nach 220) mit BA gleich lang und gleichgerichtet, 
d. h. A — B mit BA. 

Anm. Hierdurch find alfo die Strecken aaf Differenzen vcm Punk- 
ten zuräckgef ährt , und ihre durch stetiges Aneinanderlcgen gebildete 
Summe stellt fleh als eine Summe folcher Differenzen dar, in denen 
fich der Endpunkt jeder Strecke mit dem Anfangspunkte der nächst 
folgenden aufhebt. 

223. Wenn man von einem beweglichen Punkte (R) 
nach einer Reihe fester Punkte (A, B,* • •) gerade Linien zieht, 
und diefe, nach konstanten Verhältnissen (l:a, i:j9, -**) 
findert (fo dass dadurch die Linien RA^, RB', • • • hervorgehen, 
welche mit RA, RB,-** beziehlich gleich oder entgegengefetzt 
gerichtet find, je nachdem a, /?,•• poHtiv oder negativ find, 
und (ich ihrer Longe nach zu RA , RB, • • • verhalten wie die 
Zahlen cc, /}, • • zur Einheit), und dann die fo erhaltenen Linien 
(RA', RBV * O9 ohne ihre Richtung und Longe zu ändern, stetig 
aneinander legt, fo hat die Linie (RP) vom Anfangspunkt (R) 
der ersten zum Endpunkt (P) der letzten folgende Eigenschaft, 

1) wenn die Summe der Yerhfiltnisszahlen (a, /?,••) null 
ist, fo ist diefe Linie [RP] von konstanter Länge und Richtung, 

2) wenn die Summe der Yerhältnisszahlen ungleich null 
ist, fo geht diefe Linie (RP) durch einen festen Punkt (S), 
welcher von diefer Linie (RP) den fo vielten Theil abschneidet, 
als jene Summe (« + jJ + • • •) beträgt. 

Beweis. Der Satz ist nur ein anderer Wortausdruck 
von 222. 

Anm. Der Punkt S ist bekanntlich der Schwerpunkt zwischen 
den Punkten A, B,- • •, wenn deren Gewichte fich wie a: ß: ver- 
halten*, hier wird er naturgemäss den Namen Summenpunkt fähren« . 
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224. Der Sammenpunkt S der Summe aA 4* /'S +• * *, 
in welcher a + ß +* " ^0 ist, hat die Eigenschaft, dass 

a(A — S) + iJ(B — S ) H =0 

ist; und kein zweiter Punkt befitzt diefe Eigenschaft. 

De weis. Denn fetzt man in 222 b. den Punkt R = S, 
fo wird 

S ^ S = «CA — S) + /?(B - S) -f " ■ 

et -f- ^ "f" ' * • 

d. h. = o(A — S) + /?(B-.S)H . 

SoIL diefe Gleichung noch für einen zweiten Punkt R 

gelten, alfo 

= a(A — R) + /?(B - R) + • . 

fein, fo erhält man durch Subtraktion 

= aCR — S) + /9(R - S) H 

alfo, da a-f /? +'* (nach Hyp.) ungleich null ist, 

= R-S, 
alfo R = S y d. h. es giebt keinen zweiten von S verschiedenen 
Punkt, der jene Eigenschaft hat. 

229. Die Summe zweier einfachen Punkte ist gleich 
ihrer doppelten Mitte, und die Summe zweier vielfachen 
Punkte ist, wenn die Koefficienten gleich bezeichnet find, ein 
vielfacher Punkt, dessen Koefficient die Summe der Koeffi- 
cienten der Summanden ist, und dessen Ort zwischen den 
Orten der Summanden fo liegt, dass er von ihnen im umge- 
kehrten Verhältnisse ihrer Koefficienten absteht, hingegen 
wenn die Koefficienten entgegengefetzt bezeichnet und nume- 
risch nicht gleich find, ein vielfacher Punkt, dessen Koefficient 
die algebraische Summe der Koefficienten der Summanden ist, 
und dessen Ort in der Verlängerung der geraden Linie, welche 
die Orte der Summanden verbindet, fo liegt, dass er von 
diefen Orten im umgekehrten Verhältnisse ihrer Koefficienten 
absteht. 

Beweis liegt unmittelbar in 222. 

226. Die Summe eines einfachen Punktes und einer 
Strecke ist der Endpunkt der geraden Linie, welche diefer 
Strecke gleich lang und gleichgerichtet ist, und deren An- 
fangspunkt der gegebene Punkt ist. 
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Beweis. Es Tei die gerade Linie AB gleich lang und 
gleichgerichtet mit der Strecke p, To ist (nach 222 Zur.) 

B — A = p. 
Alfo A + P = A +B — A = B. 

237. Die Summe eines a- fachen Punktes (aA) und 
einer Strecke (p) ist der a- fache Endpunkt einer geraden 
Linie (AB)^ deren a-faches mit diefer Strecke (p) gleich lang 
und gleichgerichtet und deren Anfangspunkt (A) der gegebene 
Punkt ist. 

Beweis. «A + p = (/ A + — \ alfo wenn das a-fache 
Yon AB mitp gleich lang und gleichgerichtet ist, alfo AB mit 

i' fo ist 

B-A = i-, 
a 

und alfo aA + P = «(A + B — A) = «B. 

Anm. Die Addition der Punkte ist zaerst (1827) von Moebias 
in feinen barycentrischen Kalkül gelelurt' worden. Die Addition der 
Strecken scheint zuerst von Bellavitis in mehreren Anflitzen (1835, 
1837) der Annali delle Scienzc del Regno Lombard o-Ycneto veröffent- 
licht zu fein. Ganz unabhängig davon ist die Bearbeitung meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 (§. 24, §. 101—102), in welcher auch zuerst 
der Zofammenhang zwischen beiden Additionen ans Licht gestellt ist. 
Es fehlt jedoch fowohl in jenen Werken als auch in diefem der Nach- 
weis, dass es keine andere Addition der Punkte und Strecken giebt, 
als die hier angegebene , und dennoch erscheint diefer Nachweis noth- 
wendig, wenn jene Addition als eine wirkliche Addition jener Grössen, 
und nicht blos als eine abgekürzte Schreibart aufgefasst werden foU, 
wie letzteres Hoebius will. Es ist daher zu zeigen, dass der allge- 
meine Begriff der Addition , wenn er ins Befondere auf Punkte (oder 
auch auf Strecken von gegebener Länge und Richtung) angewandt wer- 
den foU, keine andere als die oben dargestellte Addition liefern kann. 
Zu dem Ende ist zunächst die allgemeine Bestimmung festzuhalten, dass 
keine Verknüpfung geometrischer Gegenstände als folche an einen be- 
stimmten Ort im Räume gebunden fein darf; oder, um diefe Bestim- 
mung rein mathematisch auszudrücken: „Alle Verknüpfungen räum- 
licher Grössen müssen von der Art fein , dass jede Gleichung, welche 
zwischen einem Verein von Punkten statt findet, auch bestehen bleiben 
musB , wenn man statt diefer Punkte die entsprechenden Punkte eines 
kongruenten Vereines fetzt.** Die Addition und Subtraktion ist nun 
dadurch bestimmt, dass erstens die 4 Grundformeln 
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2) a + (b + c) = a + b + c, 

3) a + b— b^a, 
4)a-b-fb = a 

gelten; und dass aasserdem die durch die Verknüpfung entstehenden 
QrOBScn in möglichst weitem Umfang von gleicher Gattung fein müssen, 
wie die verknüpften. Diefe letztere Bestimmung muss noch indivi- 
dualifirt werden. Da nach der dritten Grundformel, auch wenn A 
und B Punkte find, 

A + B-B^A, 
alfo ein Punkt, und nach der ersten und dritten 

A + B-A = B, 
alfo auch ein Punkt ist, fo liegt die Annahme nahe, dass auch A -f-B 
— C als Punkt zu fetzen ist. Doch genügt es , diefe Annahme nur für 
den Fall zu machen, dass C die üitte zwischen A und B ist. Wir 
machen alfo, um der angeführten Bestimmung zu genügen, die An- 
nahme, nddSB wenn C die Mitte zwischen den Punkten A und B ist, 
allemal A4- B — C wieder ein Punkt fei.** Hiermit find die nothwen- 
digen Annahmen erschöpft. Zunächst folgt aus dem Gelten der 4 
Gmndformeln das Gelten aller allgemeinen Additions- und Subtrak- 
tionsgefetze. Demnächst beweife ich, dass wenn der Punkt C die Mitte 
zwischen den Punkten A und B ist, A + B^C^ C fei. £s fei A 
+ B — C = X gefetzt, fo kann X nicht von C verschieden fein. Denn 
angenommen, X wäre von C verschieden, fo verlängere man XC um 
fich felbst bis Y, fo dass XC =^ CY wird. Dreht man nun die Figur, 
welche die Punkfee A, B, C, X enthält, innerhalb einer Ebene, in wel- 
cher diefe Figur liegt, um den Punkt C herum, bis fic einen Winkel 
von 180^ beschrieben hat, fo fällt nun A dahin, wo vorher B, B da- 
hin, wo vorher A lag, und X fällt auf Y, d. h. der Verein A, B, C, 
X ist kangruent dem Vereine B, A, C, Y. Da nun nach der Annahme 

A4-B-C = X 
war, fo muss nach der obigen Bedingung, welcher alle geometrischen 
Verknüpfungen unterliegen , diefe Gleichung auch noch bestehen blei- 
ben, wenn man statt A, B, C, X beziehlich B, A, C, Y fetzt, alfo 

B + A-C = Y. / 

Alfo hat man 

Y = B + A — C = A + B-C (nach Grundformel 1) 

:=:X (nach Annahme), 

alfo Y=:X. Es entstand aber Y aus X dadurch^ dass man XC um 

fich felbst verlängerte bis Y; foU alfo Y mit X zufammen fallen, fo 

muss X in C fallen, d. h. es ist X=:C, alfo A-f B — C:=C. 

Bringt man in dicfer Gleichung C auf die rechte Seite, fo erhält 

man 

A+B = 2C, 

d. h. »die Summe zweier Punkte ist das Doppelte des in der Mitte 
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Bwischen beiden liegenden Panktes.** Es feien nnn AB und CD zwei 
beliebige gerade Linien Ton gleicher Länge und Richtang, fo ist das 
Viereck ABDC ein Parallelogramm. Die Diagonalen mögen Ach in £ 
schneiden. Da nun die Diagonalen eines Parallelegramms fich hal- 
biren , fo ist E fowohl die Mitte zwischen A nnd D , als auch «wischen 
B und 0, d. h. es ist 

A + D = 2E = B + C, alfo A + D==:B + C. 
Bringt man in dicfer letzten Gleichung D und B auf die andere Seite, 
So erhält man 

A — B = C-D. 
Umgekehrt , wenn diefc letzte Gleichung gilt , fo gilt auch die vorher- 
gehende A 4- D = B -|~ C , d.h. die Mitte zwischen A und D muss zu- 
gleich Mitte zwischen B nnd C fein, d. h. das Viereck ABDC muss 
ein Parallelogramm, alfo AB mit CD gleich lang und gleichgerichtet 
fein. Daraus folgt der Satz: „Eine Differenz A — B zweier Punkte 
ist einer Differenz C — D zweier anderer Punkte dann und nur dann 
gleich, wenn AB und CD gleich lange und gleichgerichtete Linien find.** 
Nennt man der Kürze wegen die Differenz A — B oder — B 4- A eii.e 
Strecke, B ihren Anfangspunkt, A ihren Endpunkt, fo folgt fogleich 
der Satz : „Strecken (von gegebener Richtung und Länge) addirt man 
indem man He (ohne ihre Richtung und Länge zu verändern) stetig, 
d. h. fo aneinander legt, dass der Endpunkt einer jeden mit dem An- 
fangspunkte der nächstfolgenden zufammen fällt, dann ist die Stocke, 
welche den Anfangspunkt der ersten Strecke zu ihrem Anfangspunkt 
und den Endpunkt der letzten zu ihrem Endpunkte hat, die Summe, 
jener Strecken." Denn in der That, es fei z. B. die erste Strecke gleich 
— A-f B, die zweite gleich — B + C, die dritte gleich — C-f D, fo 
ist die Summe = — A-fB — B-fC — C-1.D = — A-fD, was zu bc- 
weifen war. 

Für die Divifion einer Sirecke durch eine ganze pofitive Zahl ist 
noch die Bestimmung zu machen , dass der Quotient wieder e^ne Strecke 
fei (wobei unter Strecke hier immer die Differenz zweier Punkte , alfo 
eine Strecke von gegebener Länge und Richtung verstanden ist). Dann 
folgt nach der bekannten Schlnss weife , dass das Produkt einer Strecke 
in eine beliebige ganze oder gebrochene rationale oder irrationale Zahl 
a wieder eine Strecke ist, welche der gegebenen gleichgerichtet oder 
etttgegengefetzt gerichtet ist, je nachdem a pofitiv oder negativ ist, 
und deren Länge fich zu der Länge der gegebenen Linie wie a zu 1 
verhält. Hierdurch löst fich dann die allgemeine Aufgabe, die Sumn;e 
aA 4- bB 4-" * ^^ finden, wo a, b,* • • Zahlgrössen, A, B,- • • Punkte 
nnd. Kftmlich fttr jeden beliebigen Punkt R ist 

aA4"lt)B4***' 

==(a4-b+...)R + a(A-B)4-KB — R)4---- 
Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem a-f b-f ••• null ist, oder 

nicht. Im erstcrcn Falle wird 
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aA+bB+..-^a(A — R)+b(B — E)+-.., 
alfo gleich einor Strecke , welche nach dem Obigen konstruirbar ist. 
Zweitens wenn a + b +•••=- s ^ ist , fo wird 

aA + bB + . . . = sR + a(A - R) + b(B — R) + • • • . 
Hier ist aCA — R) + b(BR)+.«- eine Strecke; der s-te Theil dicfer 
Strecke fei fo gelegt, dass R fein Anfangspunkt ist; dann fei fein End- 
pankt mit S bezeichnet, fo ist 

a(A — R) + b(B — R)+...=B(8-R). 
Diefer Werth in die obige Gleichung eingefetzt, giebt 

aA + bß+-.- =8R + 8CS— R) 

= 8(R + S~R) 
= sS', 
wodurch die Aufgabe vollständig gelöst, und der Begriff der Addition 
einfacher und vielfacher Punkte und Strecken vollkommen bestimmt 
ist, und zwar in Harmonie ntit den im Haupttexte gegebenen Be- 
stimmungen. 



§. 2. BänmUohe Gebiete. 

228. Erklärung. Unter einem unendlich entfernten 
Punkte feien die Richtungen einer geraden Linie, unter einer 
unendlich entfernten geraden Linie die flmmtlichen Richtungen 
einer Ebene, unter einer unendlich entfernten Ebene die rammt- 
liehen Richtungen des Raumes verstanden, d. h. es fei von 
zwei parallelen geraden Linien gefagt, dass fie einen unend- 
lich entfernten Punkt gemein haben, von zwei parallelen Ebe- 
nen, dass fie eine unendlich entfernte gerade Linie gemein 
haben, und von allen unendlich entfernten . Punkten und ge- 
raden Linien, dass fie in einer unendlich entfernten Ebene 
liegen. 

Um die räumlichen Grössen erster Stufe, d.h. die ein- 
fachen oder vielfachen Punkte und die Strecken (von gege- 
bener Länge und Richtung) auf gleiche Weife behandeln zu 
können, will ich fagen, der Ort einer Strecke fei der unefid« 
lieh entfernte Punkt, welchen die dicfer Strecke parallelen 
Linien gemein haben, oder auch, es fei jene Strecke eine 
Grösse erster Stufe, welche in diefen Linien in unendlicher 
Entfernung liege. Auch will ich der Einfachheit wegen, um 
den Ausdruck räumliche Grössen erster Stufe durch einen ein- 
facheren zu erfetzen, fowohl die einfachen und vielfachen 
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Punkte als auch die Strecken kurzweg Punkte nennen , und 
zwar die letzteren unendlich entfernte. 

A n m. Zam Wefen der räumlicben Grössen , wie der Grössen über- 
haupt, gehört ein bestimmter metrischer Werth, vermöge dessen fie 
(in bestimmten Verhältnissen) vermehrt oder vermindert werden können. 
Diefer wird bei den einfachen und vielfachen Punkten durch den Zahl- 
koefficienten dargestellt , bei den Strecken durch ihre Länge. Es wQrde 
an fich noch möglich fein, unendlich entfernte Punkte anzunehmen, 
deren metrischer Werth nicht durch die Länge einer Strecke , fondem 
durch einen Zahlkoefficienten dargestellt wäre, d. h. welche aus dem 
vielfachen Punkte aA dadurch hervorginge, dass man, ohne a tu. Andern, 
den Punkt A ins Unendliche verlegte. Allein was dadurch hervorginge, 
würde , wie man leieht fieht , ganz den Charakter des Unendlichen an 
fich tragen, infofern es durch Hinzufügung einer endlichen Grösse 
(eines endlich entfernten Punktes, oder auch einer Strecke) gar nichx 
verändert würde. Mit folchcm Unendlichen darf aber überhaupt gar 
nicht gerechnet werden, weil kein algebraisches Gefets für dasUnend. 
liehe gilt, und (fie Analylia des Unendlichen überhaupt nur dann zu 
richtigen Refultaten führen kann, wenn man das Falsche, was man 
durch Annahme des Unendlichen hineingebracht hat, noch vor der 
Ableitung irgend eines Refultates wieder herausschafft. Die Strecke 
dagegen, obgleich man fich der Bequemlichkeit wegen den Ausdruck 
gestatten darf, dass ihr Ort unendlich entfernt fei, ist doch eine end. 
liehe Grösse , indem flß durch Hinzufügung jeder von Null verschiede- 
nen Grösse fich ändert. 

229. Alle Strecken des Raumes lassen fleh aus belie- 
bigen 3 Strecken , welche nicht Einer Ebene parallel flnd , nu- 
merisch ableiten. 

Bewei«^. Es feien a, b, c dr Strecken, welche nicht 
einer Ebene parallel find, und e eine beliebige Strecke, von 
der gezeigt werden foll, dass fie aus a, b, c numerisch ableit- 
bar ist. Man ziehe von einem beliebigen Punkte D die mit a, 
1^9 <^ 9 ^9 gleich langen und gleichgerichteten Linien DA, DB^ 
DC, DB, fo ist (nach 222 Zuf.) A-D = a, B — D = b, 
C — D = c, E — D=se, Ferner ziehe man durch E die 
Parallele mit DC, welche die Ebene ABD in F treffe, durch 
F die Parallele mit DB, welche DA in G treffe, fo ist D6||DA, 
GF||DB, FE||DC. Es möge fich D6:DA = a:l, GF.DB 
= /}:!, FE : DG = }^ : 1 algebraisch (d. h. auch dem Vorzei- 
chen nach) verhalten, Ib ist (nach 221) 

10* 
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G — D =i a(A — D) == aa, 
F — G = /9(B — D) = j»b, 
E — F = y(C — D) = yc. 
Alfo addirt 

E — D = aa + /3b + yc, d, h. e = aa + /3b -}- yc. 

230. Alle Strecken einer Ebene lassen fich aus belie- 
bigen 2 einander nicht parallelen Strecken der Ebene nume- 
risch ableiten« 

Beweis, Es Teten a^ b zwei nicht parallele Strecken 
einer Ebene und d eine beliebige Strecke der Ebene, von 
der gezeigt werden foll, dass fie aus a und b numerisch ab- 
leitbar ist. Man ziehe von einem beliebigen Punkte C der 
Ebene die mit a, b, d gleich langen und gleichgerichteten 
Linien CA, OB, CD, ziehe durch D eine Parallele mit CB, 
welche CA in E treffen, fo ist C£||CA, ED|,CB Es verhalte 
fleh algebraisch CE ; CA = a : 1 , ED : Cß = /3 : 1 , fo ist nach 
E- C = a(A — C) = aa, 
D — E=/3(B — C) = /3b, 
alfo 

D — C = aa + /3b, d. h. d = aa + ßb. 

331. Wenn zwischen 3 Strecken eine Zablbeziehung 
herrscht, fo find fie Einer Ebene parallel. 

Beweis. Es feien a, b, c die 3 Strecken und 

c = aa -f /3b 
ihre Zahlbeziehung. Sollten a und b parallel fern, fo wurde 
auch c ihnen parallel fein, und es alfo unendlich viele Ebenen 
geben, mit welchen a, b, c zugleich parallel find. Ist a 
nicht parallel b, fo ziehe man von einem beliebigen Punkte 
D eine Linie DA, welche mit a parallel ist und fich zu a ver- 
hftlt wie a : 1 , und von A eine Linie AB , welche mit b pa- 
rallel ist und fich zu b Verhalt wie ß:ij (o ist 

A— »D = aa, 

B-A==:/3b. 
Alfo addirt 

B — D = aa+/»b = c. 
Folglich ist c eben fo wie a und b der Ebene ABD parftllel. 
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332. Alle Punkte des Raumes lassen Tich numerisch ab- 
leiten aus beliebigen 4 Punkten, welche nicht in Einer Ebene 
liegen; ins Kefoa^lerd 

a) aus ein^m endlich entfernten P^mkte und drei nicht 
Einer Ebene parallelen Strecken, 

b) aus 2 endlich entfemteiii nicht zufammenfalleiiden 
Punkten und 2 Strecken, welche nicht einer durch jene 2 
Punkte gelegten Ebene pArallel find, 

c) aus 3 endlich entfernten Punkten, die nicht in Einer 
geraden Linie liegen und aus einer Strecke, die der durch 
die 3 Punkte gelegteu Ebene nicht parallel ist, 

d) aus 4 endlich entfernten Punkten, die nicht in Einer 
Ebene liegen. 

Beweis a. Es feien a, b, c drei niclil Einer Ebene 
parallele Strecken und d^ = ^D ein endlich entfernter Punkt, 
D fiein Ort und &:==€E ein beliebiger endlich entfernter 
Punkt und E fein Ort; und fei au zeigen, das& eVaus a, k, 

c , d^ numerisch ableitbar fei. Nach 229 ist die Strecke E — D 
aus a, b, c numerisch ableitbar; es fei 

E — D=aa + /?b + yc, 

fo ist 

e' A' 
E =D + aa + /Jb +yc, d. h. — =^+ M + ßb+ yc, 

€ 

alfo 

e' = -j-d' -f ^«a + ^ß^ + *yc, 



d. b. e' aus a, b, c, d' numerisch ableitbar. Ist der abzulei- 
tende Punkt ein unendlich entfernter, d. h. eine Strecke^ fo 
ist diefe (nach 229) schon aus a, b, c, alfo auch aus a, b, c, 
d' numerisch ableitbar (= aa + /Jb -f yc + Od). 

b. Es feien a, b zwei Strecken, c' = yC, d' = (JD zwei 
endlich entfernte Punkte, C und D ihre Orte, und fei voraus- 
gefetzt, dass fich durch C und D keine mit a und b parallele 
Ebene legen lasse. Man fetze C - D = c, fo find a, b, c 3 
nicht Einer Ebene parallele Strecken, folglich jeder Funkt & 
(nach Beweis a) aus a, b, c, d^ numerisch ableitbar. Setzt 
man in den Ausdruck diefer Ableitung statt c feinen Werth 
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c' d' 

C — D, d. li. =r, fo erhält man einen Ausdruck, durch 

' y a ' ' 

welchen e' aus a, b, c% d' numerisch abgeleitet ist. 

c) Es fei a eine Strecke, b' = /9B, c' = yC, d' = *D 3 

endlich entfernte Punkte, B^ C, D ihre Orte, und fei voraus- 

gefetzl, dass a nicht mit der Ebene B€D parallel fei. Man 

fetze B — D = b, fo ist (nach Beweis b) jeder Punkt e' aus 

a, b, c% d' numerisch ableitber. Setzt man in dem Ausdrocke 

b' d' 
diefer Ableitung $tatt b feinen Werth B —D, d. h. -^ ^ 

^ p 

fo erhält man einen Ausdruck, durch welchen e' aus a, b', 
c% d^ numerisch abgeleitet ist. 

d) Es feien a' = aA, b' = /?B, c'=^yC, d' = JD vier 

endlich entfertale Punkte, A, B, C, D ihre Orte, und fei vor- 

ausgefetzi, dass dtefe Punkte nicht in einer Ebene liegen. 

Man fetzte A — D == a , fo ist (nadi Beweis e) jeder Punkt 

e' aus a, Vf c', d' numerisdi ableitbar. Setzt man in dem 

a' d' 
Ausdrucke diefer Ableitung statt a feinen Werth j-, 

et 

fo erhält man einen Ausdmpk, Air^h' welchen c' aus a', b', 
c% d^ numerisch abgeleitet ist. 

Anm. DaB ^ste der 4 im Satze bezeichneten Ableitungssysteme 
ist , wenn die 3 Strecken gleich lang und , • das gewöhnliche Parallel- 
koordinatensystem , das letzte ist, wenn die Punkte einfach find, das 
barycentrische von Möbias, wenn fio beliebig find, das allgemeinste 
lineale Koordinatensystem, wie es von Pliicker und anderen behan- 
delt ist. 

233. Alle Punkte der Ebene lassen ßch aus beliebigen 
3 nicht in gerader Linie liegenden Punkten derfelben nume- 
risch ableiten. 

Beweis wie^n Ä32. 

^ . . 

234. Alle' Ijunkte ^er geraden Linie lassen fich aus 
beliebigen zwei' räumlich verschiedenen Punkten derfelben nu- 
merisch ableiten. 

Beweis wie in 232. 

239. Wenn 3 Punkte in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander stehen, fo liegen Tie in einer geradea Linie. 
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Beweis. Es Teien a, b, c die 3 Punkte, und 
a = /?b -f yc 
ihre Zahlbeziehung. Sind b und c unendlich entfernt, fo ist 
(in 231) gezeigt, dass dann a, b, c drei Einer Ebene paral- 
lele Strecken find, d. h. (nach 228) daSs a, b, c unendlich 
entfernte Punkte find, die in Einer unendlich entfernten Ebene 
liegen. Sind hingegen b und*c nicht beide zugleich unendlich 
entfernt, fo verbinde man De durch die gerade Linie DE, 
und nehme D und E als zwei einfache, endlich entfernte 
Punkte diefer geraden Linie an. Dann find (nach 234) b und 

c, da Tie in der durch D und E gelegten geraden Linie liegeni 
aus D und E numerisch ableitbar, alfo auch a == /?b + yc« Es 
fei a = ^D + fE. Ist nun J + « = 0, alfo e = — *, fo ist 
a = (J(D — E). Aber J(D — E) ist eine mit DE parallele 
Strecke, d. h. ein unendlich entfernter Punkt der Linie DE, 

'alfo liegen dann a, b, c in DE. Ist aber d-i-B^^tf^ von 
Null verschieden, fo ist 

a = rfD + «E =2 (tD + £(E — D), 

d. h. a = crA , wo A = D -J- — (E — D) ist, d. h. D — A = 

-^E — D). Alfo ist D — A mit E - D parallel , d. h. A ein 

Punkt der Linie DE , alfo auch in diefem Falle b, e, d in einer 
geraden Linie. 

Anm. Der letzte Theil des Beweifes that nnr dar, dass der 
Schwerpunkt zweier Punkte mit beliebigen Gewichten in der diefe 
Punkte verbindenden geraden Linie liegt. 

236. Wenn 4 Punkte in einer Zahlbeziehung zu ein- 
ander stehen, fo liegen He, in Einer Ebene. 

Beweis. Es feien a, b, c, d 4 Punkte und 

a = /?b + yc + «^d 
die Zahlbeziehung. Sind zuerst b, c, d alle drei zugleich un- 
endlich entfernt, fo ist zu zeigen, dass a in der tinendlicfa 
entfernten Ebene liegt, d. h. auch unendlich entfernt, d. h. 
eine Strecke fei. Dies folgt aus 228, da dann b, c, d alfo 
auch ihre Vielfachen Strecken find, und fomit auch (nach 220) 
ihre Summe. Sind b, c, d nicht alle drei zugleich unendlich 
entfernt, fo fei DEF di^ durch fle gelegte Ebene und D, £, 
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F drei einfache, endlich entfernte Pupkie 4iefer Ebene. Dann 
lassen fleh (nach 333) b, c, d aus D, £, F numerisch ab- 
leiten, alfo auch ßh + yc i- dd^ i. h. a. Es fei 

Ist zu^rst S + & + C = 0, fo ist 

a=rfD+6E+fF — ((J+fi+nD=6(E-D)-f-aF — D), 
alfo a aus E — D und F — D Qumerisch ableitbar, d. h. (nach 
231) die Strecken a, D — £ und F ^ P flnd Einer Ebene 
parallel, folglich ist a der Ebene DEF parallel, d.h. ein un- 
endlich entfernter Punkt diefer Ebene. 

Ist (J -(- e + f = cy ungleich null, fo ist 

a==«yD + €E -f fF = (rD + <E — D) + f(F — D) 

= crA, wenn A = D + — (E - D) + -^F — D) 

ist, alfo ist D — A (nach 231) mit der Ebene DEF parallel, 
d. h. A ein Punkt der Ebene DEF, alfo auch a ein Punkl 
diefer Ebene. 

337. Das räumliche Gebiet erster Stufe hi ein Funkt 
(als Ort betrachtet), das zweiter Stufe eine unbegrSnzte ge- 
rade Linie, das dritter Stufe eine unbegränzte Ebene, das 
vierter Stufe der unbegränzte Raum, 

Beweis. Ein Gebiet n-ter Stufe ist (nach 14) die Ge- 
fammtheit der Grössen, welche aus n Grössen numerisch ab- 
leitbar flnd, vorausgefetzt, dass jene Grössen fich nicht Tämmt- 
lich aus weniger als n Grössen numerisch ableiten lassen. Nun 
find (nach 233) alle Punkte des Raumes aus vier Grössen 
erster Stufe numerisch ableitbar; nach 236 bilden die aus drei 
folcher Grössen ableitbaren Punkte eine Ebene, folglich lassen 
fleh die Punkte des Raumes nicht aus weniger als 4 Grössen 
erster Stufe ableiten. Alfo ist der Raum ein Gebiet 4-ter 
^tufe. Ebenfo folgt aus 233 und aus 235, dass das Gebiet 
3-ter Stufe eine Ebene, und aus 234 und daraus, dass aus 
einem Punkt nur örtlich identische Punkte ableitbar find, folgt, 
dass das Gebiet 2-ter Stufe eine gerade Linie, fo wie das Ge- 
biet erster Stufe ein Punkt fei. 

938. Aufgabe. Die Ableitzahlen (Koordinaten) , durch 
welche ein Punkt (p) aus 4 nicht in einer Ebene liegenden 
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Punkten (a, b, c, d) hervorgeht , auszudrücken durch die Ab- 
leitzahlen, durch welche derfelbe Punkt (p) aus 4 neuen Punk- 
ten a', b^, c% A* ableitbar ist; vorausgeretzt, dass diefe 4 neuen 
Punkte durch die 4 alten ausgedrückt Tind. 
Auflöfung. Es Tei 

1) a' = aa + jJb + yc + <W , 

2) b' = a'a + ß'b + y'c + J'd, 

3) c' = a"a + ß"b + f'c + d"d , 

4) d' = a'"a + ß'"b + y'i'c + rf"'d, 

5) p = x'a + y'b + z'c + u'd, 

6) p = xa' -f yb' + zc' -f- ud'. 

Man Tetze in 6) für a^, b', c\ i% p die Werihe aus 1) 
bis 5) fo erhalt man, nach a, b, c, d gcordtict, 
7) x'a + y'b + z'c + u'd 

=(xa+ya'+za"+ua"Oa+(x/?+y/J'+z/?"+u/S"Ob- • •. 
Da hier a, b, c, d nicht in einer Ebene liegen, fo stehen 
fie (nach 236) in keiner Zahlbeziehung zu einander. Folglich 
find (nach 29) in der gefundenen Gleichung die entsprechen- 
den Koefficienten gleich, alfo 

x' = xa -f- ya' -(- za" + ^^* 
Y = xß + yjS' + x/9" + uß^ 
z' = xy + yy' + zy" + uy' 

u' = xJ + ycJ' + zJ" + nd''\ 
Anm. Dies ist die Auflöfung des allgemeinsten Problems der 
Koordinatenverwandlung. 

§. 3. Kombinatorische liultiplikatioil der Funkte. 

339. Erklärung. Das Parallelogramm, in welchem 
AB und BC zwei Seiten find, werde ich der Kürze wegen 
das Parallelogramm ABC nennen, und zwar werde ich, wenn 
es auf diefe Weife benannt ist^ AB feine erste Seite, BC feine 
zweite Seite nennen. Ferner alle Parallelogramme, deren 
erste Seite der Strecke a und deren zweite Seite der Strecke 
b gleich lang und gleichgerichtet Hnd, werde ich die Paral- 
lelogramme ab nennen. Zwei Parallelogramme ABC und DEF^ 
welche in parallelen Ebenen liegen, werde ich dann und nur 
dann als gleichbezeichnet betrachten, wenn man fie durch 
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parallele Fortbewegung ihrer Ebenen und durch Bewegung 
der Parallelogramme innerhalb ihrer Ebenen in eine folche 
Lage bringen kann, dass, während AB und DE in derfelhen 
geraden Linie nach derrelben Richtung hin liegen, G und F 
auf ein und derfelben Seite diefer geraden Linie fleh befinden. 

340. Erklärung. Den Spat (das Parallelepipedum), 
in welchem AB, BC, CD drei nicht in einer Ebene liegende 
Kanten find, werde ich der Kttrze wegen den Spat (das Pa- 
rallelepipedum) ABCD nennen, AB feine erste, BC feine zweite, 
CD feine* dritte Kante. Und alle Spate (Parallelepipcda), deren 
erste Kante der Strecke a, deren zweite der Strecke b, und 
deren dritte Kante der Strecke c gleich lang und gleichge- 
richtet find, werde ich die Spate (Parallelepipeda) abc nennen. 
Zwei Spate ABCD und EF6H werde ich dann und nur dann 
als gleichbezeichnet betrachten, wenn man fie in eine folche 
Lage bringen kann, dass, während ABC und EF6 gleichbe- 
zeichnete Parallelogramm derfelben Ebene werden, D und H 
auf ein und derfelben Seite diefer Ebene liegen. 

Zufatz. Die Spate (Parallelepipeda) abc, bca, cab find 
einander gleich (auch dem ZeiQhen nach). 

241. Lehrfatz. Zwei Parallelogramme, deren erste 
und deren zweite Seiten gleich lang und gleichgerichtet find, 
find einander gleich (auch dem Zeichen nach), und liegen in 
parallelen^) Ebenen. Zwei Spate (Parallelepipeda), deren ent- 
sprechende (erste, zweite, dritte) Kanten gleich lang und 
gleichgerichtet find, find einander gleich (auch dem Zeichen 
nach); d. h. alle durch dasfelbe Symbol ab bezeichneten Pa- 
rallelogramme und ebenfo alle durch dasfelbe Symbol abc be- 
zeichneten Spate find einander gleich (auch dem Zeichen nach). 

342. Erklärung. Von zwei Parallelogrammen, die 
in parallelen Ebenen liegen utid ebenfo von zwei beliebigen 
Spaten (Parallelepipeda) fage ich, dass fie fich wie 2 Zahlen 
a und ß verhalten, wenn fie einander gleich- oder entgegen- 
gefetzt bezeichnet find, je nachdem a und ß es find, und fie 
fich, abgefehen vom Zeichen, wie a zu /? verhalten (vgl. 22i). 



*) Zu den Parallelen ist überall das Identische mit hintugereohnet. 
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343. L 6h n fa 12. Zwei ParaUelogramme ABC und ABD 
(von dorfeibea Grundfeite AB) find dann und nur dann gleich 
(auch dem Zeichen nach), wenn CD mit AB parallel isX, 

344. Lehnfatz. Zwei Spate (Parallelepipeda) ABCD 
und ABCE (von derrelben Grundfläche ABC) flnd dann und 
nur dann gleich (auch dem Zeichen nach), wenn DE mit der 
Ebene ABC parallel ist. 

Asm. Nach dieren vorbereitenden Sätzen^ wclehf aus der Geo- 
metrie entlehnt find) könxien wir nun den Begriff des kombinatorischen 
Produktes von Punkten aus dem allgemeinen Begriffe des kombina* 
torischen Produktes direkt ableiten. 

243. Das kombinatorische Produkt zweier Punkte ist 
dann und nur dann null, wenn die beiden Punkte zurammen- 
fallen, das kombinatorische Produkt dreier Punkte, wenn de 
in gerader Linie liegen , das kombiuatorische Produkt von vier 
Punkten, wenn fie in einer Ebene liegen, das kombinatorische 
Produkt von fünf Punkten ist immer null. 

Beweis. Nach 61 und 66 ist das kombinatorische Pro* 
dukt zweier oder mehrerer Grössefi dann und nur dann null, 
wenn fie in einer Zahlbeziehung zu einander stehen; nach 
221 stehen zwei Punkte dann und nur dann in einer Zahibc- 
ziehung, wenn fie zufammenfailen, drei Punkte (nach 234 und 
235), wenn fie in einer geraden Linie liegen, vier Pun^ite 
(nach 233, 236), wenn fie in einer Ebene liegen, und nach 
232 stehen fünf Punkte stets in einer Zahlbeziehung, Alfo 
bewiefen. 

346. Wenn A ein endlich entfernter Punkt, b, c, d un- 
endlich entfernte Punkte, d. h. Strecken find, fo folgt 
aus [Ab] ^ 0, die Gleichung b = 0, 
aus [Abc]=0, die Gleichung [bc] = 0, 
aus [Abcd] = 0, die Gleichung [bcd] = 0. 
Beweis. Es fei [Abcd]=:0. Angenommen n«n, [bcd] 
fei ungleich null, fo können (nach 61) b, c, d in keiner Zahl- 
beziehimg zu einandw liehen. Da aber [Abcd] = ist, fo 
mnss zwischen A, b, c, d eine Zahlbeziehung herrschen , und 
da b, c, d in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo 

mttsfite (nach 2) A aus b, c, d numerisch ableitbar fein» 

11 
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Aber aus den unendlich entfernten Punkten oder Strecken b, 

c, d gehen durch numerische Ableitung (nach 220) nur Strecken, 

d. h. Punkte der unendlich entfernten Ebene hervor, alfo nicht 
der endlich entfernte Punkt A. Somit ist die Annahme, dass 
[bcd] von null verschieden fei, mit der Yorausretzung im Wider- 
spruch^ d. h. [bcd] muss null fein. Ganz ebeufo ergeben Dch 
die übrigen Theile des Satzes. 

247. Ein kombinatorisches Produkt [AB] zweier ein- 
fachen Punkte A und B ist einem kombinatorischen Produkte 
[CD] zweier einfachen Punkte C und D dann und nur dann 
gleich, wenn die unendlichen geraden Linien AB und CD zu- 
fammenfallen, uud AB mit CD gleich lang und gleichgerich- 
tet ist. 

Beweis 1. Es feien die unendlichen geraden Linien AB 
und CD zufammenfallend,' und AB mit CD gleich lang und 
gleichgerichtet, fo ist zu beweifen, dass [AB] = [CD] fei. Da 
AB und CD gleich lang und gleichgerichtet Tind , fo ist (nacb 
222 Zuf.) 

♦ B — A = D — C. 
Ferner, da A, B, C in einer geraden Linie liegen (Hy- 
potheHs), fo lind B — A und C — A Strecken einer und der- 
felben geraden Linie, stehen alfo (nach 221) in einer Zalii- 
beziehung zu einander. Es fei 
♦♦ C — A = a(B — A). 
Nun ist 

[CD] = [C(D - C)] [67] 

= [C(B - A)] [♦] 

= [(A + C-AXB-A)) 

= [(A + a(B-A)XB-A>] [♦*] 

= [A(B - A)] [67] 

= [AB] [67]. 

2. Es fei vorausgefetzt 

[AB] = [CD}, 

fo ist zu beweifen, dass A, B, C, D in einer geradmi Linie 

liegen und AB und CD gleich lang und gleichgerichtet Und. 

Wenn [AB] =t= [CD] ist, fo müssen (nach 76) C und D aus 

A und B durch lineala Umwandlung ableitbar fein« Die ein- 
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fftche Uneile Cmwandlang xweier Grössen besieht (ilaoh 71) 
darin, dass zu einer derfelben ein Vieiraches der andern addirt 
wird, aifo z. B. A nnd B (ich verwandeln in A und B + aA. 
Die fo hervorgehende neue Grösse ist, alfo sm ien beidM 
ursprüi^Iioten Grössen numerisch abgeleitet, liegt alib (nach 
235) in der jene Grössen verbindenden geraden Linie, romit 
werden aus A und B durch fortgefetzte lineale Umwandlung 
nur Punkte der geraden Linie AB hervorgehen; fomit liegen 
C and D in der gemden Linie AB. Nun fei E ein Punkt der 
geraden Linie AB von der Art, dass CE mit AB gleich lang 
und gleichg^ichtet fei, to ist (nach Bew. t) 

[CE] = [AB], 
und nach der Yorausretzung 

[AB] = [CDJ, 
silfo auch 

[CE] = [CD]; folglich 

0« [CD] -- [CB1 = £C(D ~E)]. 
. Somit (nach 246) 

D — EäO, d.h. D=B. 
Da nun nach der Annahme CE mit AB gleich lang und 
gleichgerichtet ist, fo ist auch das mit CB identische CD mit 
AB gleich lang und gleichgerichtet. 

348. Zufatz. Wenn A, B, G und D einfache Punkte 
Hnd, fo folgt aus der Gleichung 

[AB] = [CD], 
die Gleichung 

A — B = C — D, 
aber nicht umgekehrt, aus diefer jene. 

249. Erklärung. Wir nennen das Produkt [AB] einen 
Linientheil, und Tagen, derfelbe fei ein Theil der unbegränzten 
geraden Linie AB, und er fei mit der begranzten geraden 
Linie AB gleich lang und gleichgerichtet. 

290. Zufatz. Zwei Linientheile werden alTo dann 
und nur dann gleichgefetzt, wenn fie gleich lang, gleichge- 
richtet und Theile derfelben nid)egränzten geraden Linie find* 

991. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk- 
tes ia eine Sbrecke ist ein Linteatheil, welcher in der durch 
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den Punkt parallel der Sirecfke gfezogenen geraden Linie liegt, 
und der Strecke glelcli lang nnd gleichgerichtet ist. 

Beweis Es Tei A ein einfacher Punkt und p eine Strecke. 
Man ziehe durch A eine gerade Linie AB, welche mit p 
gleich lang und gleichgerichtet ist, fo ist (nach 222 ZuC) 

p = B - A; alfo [Ap] = [AtB — A)] =t [AB] [67] 
und [AB] ist ein Linicntheil, welcher in der geraden Linie 
AB, alFo in der durch A mit p parallel gezogenen geraden 
Linie liegt, und mit AB, alfo auch mit p, gleich lang nnd 
gleichgerichtet ist. 

292. Das Produkt eines Linientheiles [AB] mit einer 
Zahl a ist ein Linientheil, welcher mit J^nem in derfelben un- 
begränzten geraden Linie liegt, und fich zti ihm algebraisch 
wie a : 1 verhält. 

Beweis. a[AB] = a[A(B — A)] , [67] 

= [Aa(B — A)]. [40] 

Das letztere Produkt ist (naöh 251) ein Linientkeil, welcher 
in der durch A mit a(B — A) parallel gezogenen geraden 
Linie, d. h. in der geraden Linie AB liegt, und welcher mit 
a(B — A) gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. (naeh 221) 
fich zu AB wie a : 1 verhält. 

293. Wenn A und B einfache Punkte, a und ß Zahlen 
find, fo ist [aX-ßB] ein Linicntheit, der in der unbegrinzten 
geraden Linie AB liegt und fleh zu der begränzten geraden 
Linie AB algebraisch aß zu 1 verhält. 

Beweis. [aA • ßB] = aß[AB] (nach 46) , alfo (nach 252) 
ein Linientheil der unbegränzten geraden Linie AB, welcher 
fich zu der begränzten AB algebraisch wie aß : i verhält. 

254. 'Zwei von Null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ab] und [cd] je zweier Strecken a und b, c und d, 
find dann und nur dann einander gleich, wenn die Parallelo- 
gramme ab und cd gleich an Inhalt und gleichbezeichnet find 
und in parallelen Ebenen liegen. 

Beweis. In 72 und 76 ist bewiefen, dass zwei kom- 
binatorische Produkte [ab] und [cd] dann und nur dann ein- 
ander gleich find,'- wenn c und d aus « und b durdi Bneale 
Aenderung ableitbar find; Und zwir bestand ^e einfache lineale 



Änderung ztveier Grössen (nach 71) darin,' dass zu einer 
derfelben ein Yicifachea der andern äddirt wurde, während 
diefc andere unverändert blieb, d. h. alfo, dass a und b, wenn 
a und ß heliehige Zahlen find, entweder in a und b.+ cca, 
oder in a + /}b und b übergingen. Nun fei AB mit a, BC 
mit b gleich lang und gleichgerichtet, und ändere fich b in 
b'sssb -f ^9 ferner fei CD parallel mit AB gezogen und ver-» 
halte lieh zu AB algebraisch wie a : 1 , fo ist (nach 222) B -- A 
^^a, C — B=:b, D — C = aa. Alfo 

D — B 5= D - C + C ~ B = aa + b — b ', 
d. h. BD i^ mit b' gleich lang und gleichgerichtet. Femer 
da AB und CD parallel find, fo find (nach 243) die Parallelo- 
gramme ABC und ABD einander gleich (auch dem Zeichen 
nach), und liegen in einer Ebene. Alfo find auch die Paral- 
lelogramme ab und ab' gleichbezeichnet und in derfelben Ebene 
liegend. Dasfelbe gilt, wenn fich a und b in a + j8b imd b 
ändern. Alfo ergiebt fleh, dass, wenn aus a und b doroh 
einfache lineale Aenderung c und d hervorgehen, auch die 
Parallelogramme ab und cd gleich (auch dem Zeichen nach) 
fmd und in parallelen Ebenen liegen. Dasfelbe gilt alfo auch, 
wenn c und d aus a und b durch mehrmalige Anwendung 
einer einfachen linearen Aenderung, d. h. durch eine beliebige 
lineale Aenderung hervorgehen. Somit ergiebt fich: 

Erstens. Wenn [ab] = [cd] ist, fo müssen o und d aus 
a und b durch lineale Aenderung ^ableitbar fein (76); und 
wenn c und d aus a und b durch lineale Aenderung ableitbar 
Hnd, fo müssen die Parallelogramme ab und cd gleich (auch 
dem Zeichen nach) fein und in parallelen Ebenen liegen. 

Zweitens. Wenn umgekehrt vorausgefetzt wird, dass ab 
und cd gleiche (auch gleichbezeichnete) Parallelogramme in 
parallelen Ebenen find, To müssen, da a, b, c, d dann einer 
und derfelben Ebene parallel find, c und d (nach 230) aus 
a und b numerisch ableitbar fein, folglich stehen (nach 63) 
die kombinatorischen Produkte [ab] und [cd] in einer Zahlbe- 
ziehuug zu einander. 

Es fei [cd] = a[ab] der Ausdruck diefer Zahlbeziehung, 
Setzen wir ab = b', fo wird [cd] = [a.ab].= [ab']. Alfo Ond 
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(nach Beweis 1) die Parallelogramne ed und ab' gleich vnd 
gleichbezeichnet y alfo da auch cd und ab nach der Voraus« 
Setzung gleiche und gleichbezeichneto Paralielograinnie find, 
fe nnd auch ab und ab' gleiche und gleichbe^feichnete Paral- 
lelogramme. Nun Tei AB mit a, BC mit b, BD mit b' gleich 
lang und gleichgerichtet, To ist das Parallelogramm ABC eins der 
mit ab bezeichneten und ABD eins der mit ab' bezeichneten 
Parallelogramme. Alfo ABC mit ABD gleich und gleichbezeich- 
net, folglich da ABC und ABD auch in einer Ebene liegen, 
fo liegen (nach 243) C und D in einer mit AB parallelen Linie. 
Nun ßnd BC und BD beide mit b parallel, alfo auch unter- 
einander, alfo da fie einen Punkt (B) gemein haben, fo liegen 
fie in einer geraden Linie, fomil fallen C und D, da D aach 
in der durch C mit AB ' parallel gezogenen geraden Linie liegt, 
zufammen , alfo find BC und BD identisch , alfo find b und b', 
Ton denen das erste mit BC , das zweite mit BD gleich lang und 
ifleichgerlchtet ist, auch unter einander gleich lan^ und gleich- 
gerichtet; folglich, da auch ob as b' gefetzt war, fo ist a s=s 1« 
Nun war 

[cd] = «[ab] 
gefetzt, alfo, da a=l ist, . 

[cd] = [ab]. 

2SS. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ABC] und [DEF] je dreier einfacher Punkte A, B, C 
und D, E, F find dann und nur dann einander gleich, wenn 
die Parallelogramme ABC und DEF gleich und gleichbezeich- 
net find und in einer und derfelben Ebene liegen. 

Beweis 1. Es feien ABC und DEF gleiche und gleich- 
bezeichnete Parallelogramme einer und derfelben Ebene, fo 
ist zu beweifen, dass [ABC] = [DEF] fei. Es feien AB mit 
a, BC mit b, DE mit c, EF mit d gleich lang und gleich- 
gerichtet, d. h. B — A = a, C — B = b, E — D = c, F — E 
ssd,* fo ist (nach 244) 
** [ab] =s [cd]. 
Da ferner D in der Ebene ABC liegt, und ebenfo B — A =s a 
und C — B = b Strecken diefer Ebene find , fo muss (nach 
330) D — A aus a und b numerisch ableitbar fein. Es fei 



fo ist 

[DEF] = [DE(F — E)] = [D(E - DXP - E)] [67] 

= [Dcd] [*1 

= [D(cd)] [80] 

= [D(ab)] [♦♦] 

=i [öa + /?b + A)ab] [***, 80] 

= [Aab] [67] 

= [A(a + A)(b + A)] [67] 

= [ABC] [*]. 

2. Es Tel umgekehrt vorausgefetzl, dass 

[ABC] = [DEF] 

ist» Dann müssen (nach 76) D, E, F aus A, B^ C durch lineale 

Aenderung, alfo auch numerisch ableitbar fein. Dann aber 

mOssen (nach 236) D, E, F in der Ebene ABC liegen. Nun 

fei in der geraden Linie BC ein Punkt 6 von der Art ange« 

nommen, dass AB6 und DEF gleiche und gleichbezeichnete 

Parallelogramme Tind, To ist (nach Bew. 1), da AB6 und DEF 

in ein und derfelbon Ebene (ABC) liegen, 

[ABG] = [DEF]. 
Aber auch nach der Yorausfelzung 

[ABC] = [DEF]. 
Alfo [ABG] = [ABC]. Da nun G ein Punkt in BC ist, fo ist 
G— B aus C — B numerisch ableitbar, es fei G — B=a(C — B), 
alfo G=B+a(C-B), fo ist [ABC]=[ABG]=[AB(B+a(C— B))] 
= [ABa(C — B)] = a[ABC] [67, 40]. Alfo a = 1. Somit, da 
6 — B=a(C — B) war, G — B = C — B, d. h. G = C; oder 
die Punkte G und C fallen zufammen; alfo fallen auch die Pa- 
rallelogramme ABG und ABC zufammen. Folglich, da ABG 
und DEF gleiche und gleichbezeichnete Parallelogramme der- 
felben Ebene find^ fo gilt dies auch von ABC und DEF. 

296. Zufatz. Wenn A, B, C, D, E, F einfache Pgnkte 
Tind, fo folgt aus der Gleichung 

[ABC] = [DEF] 
auch die Gleiehung 

[(B-AXC-B)] = [CE-DXF-E)]; 
hingegen umgekehrt, aus kitzterer di^ erstere nur dann» w^ui 
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noch die Bedingung hinzutritt, dass die Eigenen ABC und DEF 
nicht bloss parallel, fondern auch identisch find. 

237. Erklärung. Wir nennen das Produkt [ABC] 
einen Flächentheil und den Flächeninhalt des Parallelogramms 
ABC feinen Inhalt, und Tagen, der Flächeniheil ABC liege in 
der Ebene ABC. 

Anm. Die genauere Beneanung für das Produkt [ABC] wQrde 
Ebenenilieil statt Flächentheil fein. Allein der erstere Ausdruck ist 
wegen des Glcichklang^s feines Plurals „die Ebenen theile*' mit dem 
Ausdrucke „die ebenen Thelle'' zu verwerfen. 

298. ZuTatz. Zwei Flächentheile find dann und nur 
dann einander gleich, wenn fie in derfeiben Ebene liegen, 
und ihre Inhalte gleich und gleichbezclchnet find. 

Anm. Man hätte als Inhalt des Flächen theiles [ABC] auch den 
Flächeninhalt des Dreiecks ABC fetzen können. Aber es wird (ich in 
der Folge zeigen, dass dann der lohalt des inneren Quadrates einer 
Strecke nur die Hälfte von dem Inhalte des Quadi-ates diefer Strecke 
fein würde, während beides bei unferer Benennung in Uebereinstim- 
mung ist. 

299. Das kombinatorische Produkt zweier einfacher 
Punkte A, B und einer Strecke c ist ein Flächentheil, wel- 
cher in der durch AB mit c parallel gelegten Ebene liegt, 
und dessen Inhalt gleich dem eines Parallelogrammes ABC 
ist, in welchem BC mit c gleich lang und gleichgerichtet ist, 
d. h. [ABc] = [ABC], wenn c = C — B. 

Beweis. [ABc] = [AB(C - B)] = [ABC] [67]. 

260. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk- 
tes A mit 2 Strecken b und c ist ein Flächentheil , welcher 
in der durch A mit b und c parallel gelegten Ebene liegt, 
und zum Inhalt den Flächeninhalt eines Parallelogrammes (ABC) 
hat, dessen erste Seite (AB) mit b, und dessen zweite Seite 
(BC) mit c gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. 

[Abc] = [ABC], wennb = B — A, c = C— Bist. 
Beweis. 

[Abc] = [A(B - AXC — B)] = [AB(C — B)] [67] 

= [ABC] - [67]. 

261 a. Das Produkt a[ABC] eines Flächentheils [ABC] 

mit einer Zahl a ist ein Flächentbeil derfeiben Ebene, dessen 

Inhalt Geh zu dem von ABC wie a : 1 verhält. 
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Beweis. «[ABC] = a[AB(C — B)] [67] 

= [AB.a(C~B)] [46] 

=[AB(D-B)], 
wenn BD mit BC parallel ist, und fich zu ihm^ wie a: 1 ver- 
halt. Dies ist wieder (nach 67) 

= [ABD] , 
d. h. gleich einem Flächentheil derfelben Ebene (ABC), dessen 
Inhalt dem Flächeninhalte des Parallelogramms ABD gleich ist. 
Da aber BD und BC parallel Tind und Hch algebraisch wie 
a : 1 verhalten , fo verhalten fich auch die Parallelogramme 
ABD und ABC wie a : 1 , d. h. die Inhalte von a[ABC] und 
[ABC] wie a:L 

261b. Wenn A, B^ C einfache Punkte, und a, ß, y 
Zahlen Hnd, fo ist [aA*j?B*/C] ein Flöchentheil der Ebene 
ABC, dessen Inhalt zu dem des Parallelogramms ABC fleh 
algebraisch wie^ aßy : 1 verhält. 

Beweis. [aA/JB-yC] = Oi?y[ABC] (No. 46), alfo nach 
261 bewiefen. 

262. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [abc] und [def] je dreier Strecken a, b, c und d, e, 
r flnd dann und nur dann einander gleich, wenn die Spate 
(Parallelepipeda) abc und def gleich und gleichbezeichnet flnd. 

Beweis 1. Es fei vorausgefetzt , dass 
[abc] = [def] 
fei, fo ist zu zeigen, dass die Spate abc und def gleich und 
gleichbezeichnet find. Da [abc] = [def] ist, fo müssen (nach 
76) d, e, f aus a, b, c durch lineale Aenderung hervorgehen. 
Nun können wir zeigen, dass durch einfache lineale Aende- 
rung der 3 Seiten a, b, c eines Spates abc stets ein gleicher 
und gleichbezeichneter Spat hervorgehe. Die einfache lineale 
Aenderung der 3 Grössen a, b, c besteht (nach 71) darin, 
dass zu einer derfelben ein Vielfaches von einer der beiden 
andern hinzuaddirt wird, während diefe beiden andern unge- 
Indert bleiben. Es möge zuerst zu der dritten c ein Viel- 
faches von irgend einer der beiden andern, z. B. von a hin- 
zutreten, alfo a, b, c fleh ändern in a, b, c', wo c' = c + aa 

11* 
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ist. Dann feien AB, BC, CD, DE beziehlich gleich lang und 
gleichgerichtet mit a, b, c^ aa, d. b. 

B — A = a, C — B = b,D — C=c,E — D=ca, 
fo ist 

E — C = E — D+D — C = aa + c = c', 

alFo CE mit c' gleich lang und gleichgerichtet. Ferner da DE 
mit a, alfo auch mit AB parallel, und folglich auch mit der 
Ebene« ABC ist, fo find (nach 244) die Spate ABCD und 
ABCE gleich und gleichbczeichnöt, d. h. die Spate abc und 
abc', d. h. der Spat abc bleibt gleich und glcichbezeichnet, 
wenn zu der dritten Seile ein Vielfaches von einer der beiden 
andern hinzuaddirt wird. Nun ist ferner (nach 240 Zuf.) abc 
= bca = cab, und ebenfo abc' = bc'a = c'ab, Alfo auch da 
abc = abc' war, bca = bc'a und cab = c'ab, d. h. ein Spat 
bleibt gleich und gleichbezeichnet, wenn die zweite Kante, 
und ebenfo wenn die erste Kante fich dadurch ändert, dass 
zu ihr ein Vielfaches von einer der beiden andern Kanten 
hinzuaddirt wird. Somit bleibt überhaupt ein Spat bei fortge- 
fetzt wiederholter einfacher linealer Aenderung feiner Kanten, 
d. h. bei beliebiger linealer Aenderung gleich und gleichbe- 
zeichnet. Alfo da nach dem Obigen d, e, f aus a, b, c 
durch lineale Aenderung ableitbar flnd, fo muss nun auch der 
Spat def mit. abc gleich und gleichbezeichnet fein. 

Beweis 2. Es fei jetzt umgekehrt vorausgefetzt, dass 
die Spate def und abc gleich und glcichbezeichnet feien, fo 
ist zu beweifen, dass [def] = [abc] ist. Da angenommen ist, 
dass die kombinatorischen Produkte von null verschieden find, 
fo find namentlich a, b, c nicht Einer Ebene parallel, alfo (nach 
229) d, 6, f aus ihnen numerisch ableitbar, alfo auch (nach 
63) das Produkt [def] aus [abc] numerisch ableitbar. Es fei 
[def] = a[abc] , alfo wenn ac = c' gefetzt wird, [def] = [abc'], 
folglich (nach Beweis 1) die Spate def und abc' gleich; nun 
waren die Spate def und abc nach der Vorausfetzung gleich. 
Alfo die Spate abc und abc' gleich. Es feien AB, BC, CD, 
CD' beziehlich gleich lang und gleichgerichtet mit a, b^ c, c'. 
Alfo die Spate 

ABCD = abc, ABCD' = abc', und fomit 

ABCD = ABCD'. 
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Folglich liegen (nach 244) D und D' in einer mit der Ebentf 
ABC parallelen Ebene, D und D' liegen aber auch in der ge- 
raden Linie CD, da CD mit c', d. h. mit oc, alfo auch mit c, 
d. h. mit CD parallel ist. Folglich liegen D und D^ in dem 
Durchschnittspunkte jener Ebene und diefer Geraden, d. h. 
fallen zurammen. Alfo Tind CD und CD' identisch, alfo c = c', 
alfo, vermöge der Gleichung c' = ac, a = l; fomit verwan- 
delt fich die Gleichung [def] = a[abc] in 
[def] == [abc], 

263. Zwei von null verschiedene kombinatorische Pro- 
dukte [ABCD] und [EFGH] von je vier einfachen Punkten A, 
B, C, D und E, F, G, H Tind dann und nur dann einander 
gleich, wenn die Spate (Parallelepipeda) ABCD und EFGH 
gleich (und gleichbezeichnet) find. 

Beweis 1. Es feien ABCD und EFGH gleiche und 
gleichbezeichnete Spate, und feien AB, BC, CD, EF, FG, GH 
beziehlich mit b, c, d, f, g, h gleichlang und gleichgerichtet, 
d. h. B - A = b u. f. w., fo ist (nach 262) 
* [bcd] = [fgh]. 
Da ferner aus b, c, d (nach 229) alle Strecken des Rau- 
mes numerisch ableitbar ilnd, fo muss auch die Strecke E — A 
es fein; es fei 

E--^A=/Sb + yo + W, d.h. E = A +i9b4-yc + <Jd. 
Dann erhält man 

[EFGH] = [EFG(H ~ G)] = [EF(G — F)(H - G)] 

= [E(F — E)(6 — F)(H ~ G)] [67]. 
Alfo, daF — E = f, G — F = g, H— G = h ist, fo erhält 
man den zuletzt gefundenen Ausdruck 

= [Efgh] = [E(fgh)] [79] 

= [E(bcd)] [*] 

Ferner ist der gefundene Ausdruck 

= [Ebcd] [79] 

= [(A+i3b+yc-f-M)bcd]=[Abcd] [67] 

=[A(B-A)(C~B)(D~C), 
wenn wir statt b, c, d ihre Werthe fetzen, und hieraus er- 
hält man mit Anwendung von 67 

= [AB(C — B)(D ~ C)] = [ABC(D ^ C)] = [ABCD]. 
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Alfo ' 

[EFGH] = [ABCD]. 
Beweis 2. Es Tei umgekehrt Yorausgefelzky dass 

[ABCD] = [EFGH] 
ist, und fei in der geraden Linie CD ein Punkt D' angenommea 
von der Art, dass der Spat ABCD' mit EFGH gleich (und 
gleichbezeichnet) fei, fo ist (nach Beweis 1) 

[ABCD'] = [EFGH]. 
Alfo auch, da [EFGH] = [ABCD] vorausgefetzt ist, 

[ABCD'] = [ABCD]. 
Da nun D — C und D' — C parallel find, fo ist D' — C 
aus D — C numerisch ableitbar. Es fei 

D' — C=.a(D-C), 
fo ist 

[ABCD] = [ABCD'] = [ABC(D'— C)] = [ABCa(D— C)] 

= [ABCaD] [67] 

= a[ABCD] [40]. 

Alfo, da [ABCD] nicht null ist, a==:l, alfo geht avs der 
Gleichung (D' — C) = a(D — C) die Gleichung 

D' — C = D — C 
hervor, alfo D' = D, d. h. D und D' fallen zufammen, folg- 
lich auch die Spate ABCD und ABCD', und da das Spat ABCD' 
gleich und gleichbezeichnet mit EFGH war, fo find auch die 
Spate ABCD und EFGH gleich und gleichbezeichnet. 

264., !^ufatz. Die Gleichungen 

[ABCD] = [EFGH] 
und 

[(B-AXC-BXD-C)] = [(F.-E)(6-FXH-G)], 
oder auch| 

[(B— AXC-AXD— A)] = [(F-EXG-EXH— E)] 
find einander erfetzend, d. h. aus jeder von ihnen folgen die 
beiden andern. 

Beweis. Die Gleichung 

[ABCD] == [EFGH] 
gilt (nach 263) dann und nur dann, wenn die Spate ABCD 
und EFGH einander gleich und gleichbezeichnet find. Ebenfo 
gilt (nach 262) die Gleichung 
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[(B- A)(C-BXD-.C)] = [(F-EXG-FXH-G)] 
dann und nur dann, wenn das Spat, dessen drei Kanten mit 
ABy BC, CD gleich lang und gleichgerichtet flnd, dem Spate, 
dessen Kanten mit EF, F6, GH gleich lang und gleichgerichtet 
find y d. h. der Spat ABCD mit EFGH inhaltsgleich und gleich- 
bezeichnet ist. Polglich find beide Gleichungen stets in den- 
Telben FftHen geltend. Endlich, die dritte Gleichung ist nur 
eine Transformation der zweiten, denn 
[(B-AXC-BXD-C)] 

=[(B— AXC -BXD— C 4- C - B +B - A) [67] 

=[(B-AXC-BXD- A)]=[(B-AXC«-B +B-AXD - A)] 

[67] 
=[(B-AXC--AXD-A)], 
und aus gleichem Grunde ist 

[(F— EXG— FXH-G)] = [(F-- EXG - EXH— E)]. 
Alfo. find die zweite und dritte Gleichung gleichbedeutend. 

269. Erklärung. Wir nennen das Produkt [ABCD] 
von vier einfachen Punkten einen Körpertheil und den Kubik- 
inhalt des Spates ABCD (mit Beobachtung des Vorzeichens (4^)) 
feinen Inhalt. 

266. Das kombinatorische Produkt dreier einfacher 
Punkte A, B, C und einer Strecke d ist ein Körpertheil, 
dessen Inhalt gleich dem eines Spates ABCD ist, in welchem 
CD mit d gleich lang und gleichgerichtet ist, d. h. 

[ABCd] = [ABCD] , wenn d = D — 6. 
Beweis. [ABCd] = [ABC(D--C)] = [ABCD] [67]. 

267. Das kombinatorische Produkt zweier einfacher 
Punkte A, B und zweier Strecken c und d ist dem Spate (Pa- 
rallelepipedum) ABCD, in welchem BC mit c, CD mit d gleich 
lang und gleichgerichtet fmd, inhaltsgleich, d.h. 

[ABcd] = [ABCD] , wenn c = C — B, d = D-C. 
Beweis. [ABcd] 

= [AB(C— BXD - C)] = [ABC(D~ C)] = [ABCD] [67]. 

268. Das kombinatorische Produkt eines einfachen Punk- 
tes A und dreier Strecken b, c, d ist dem Spate bcd inhalts- 
gleich, oder 
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[Abcd] = [ABCD], 
\fenn b = B — A, = — B, d = D — C, 
Beweis. 
[Abcd] == [A(B— A)(C^B)(D-~CB)] =[AB(C ^BXD- C)] 
=[ABC(D— C)] = [ABCD] [67]. 

269. Das Produkt a[ABCD] eines Körpertheils [ABCD] 
und einer Zahl ist ein Körpertheil, dessen Inhalt rieh zu dem 
von [ABCD] wie a ; 1 verhält. 

Beweis. a[ ABCD] = a[ABC(D — C)] [67] 

= [ABC.aCD — C)] [40] 

= [ABC(&~C)], 
wenn CE mit CD parallel ist und lieh zu ihm wie a ; 1 ver- 
hält. Dies ist wieder (nach 67) 

= [ABCE]. 
Da aber CE und CD parallel find und lieh wie a : 1 ver- 
hallen, fo verhalten Hch auch die Spate ABCE und ABCD 
algebraisch wie a : 1 , d. h. die Inhalte von a[ABCD] und 
[ABCD] wie a:l. 

270. Wenn A, B, C, D einfache Punkte ^ und a, ß, y^ 
3 Zahlen find, fo ist [aA-ßB-yC-dt] ein Körpertheil, der 
fich zu ABCD wie aßyd zu 1 verhält. 

Beweis. [aA-ßB-yC- SD] = aßy dlABCD] (nach 46) , alfo 
(nach 269) bewiefen. 

A n m. Blicken wir zurück auf die verschiedenen kombinatorischen 
Produkte, deren Begriff wir näher bestimmt haben, fo ergab fich für 
2, 3, 4 einfache Punkte das 'einfache, zweifache, fechefache des da- 
zwischen liegenden Linien-, Flächen-, Körper-Theiles , und die zuge- 
hörigen Gebiete waren die unbegränzte gerade Linie, Ebene, der un- 
begränzte Raum. Ferner ebenfo wie der unendlich entfernte Punkt 
als Strecke von bestimmter Länge und Richtung erschien, fo der 
unendlich entfernte Linientheil als begränzte Ebene von bestimmtem 
Flächeninhalt und bestimmten Richtungen , fo der unendlich entfernte 
Flächentheil als Körperraum von bestimmtem Inhalte. Wenn zu einer 
Strecke oder zu einem Produkt zweier oder dreier Strecken ein Punkt 
als erster Faktor hinzutrat, fo lieferte dies Produkt denfelben Inhalt 
und diefclben Richtungen , als wenn der Punkt nicht hinzutrat. Durch 
das Hinzutreten des Punktes trat zu den bisherigen Bestimmungen 
(Inhalt und Richtungen) noch im ersten Falle die durch den Punkt 
mit der Strecke parallel gelegte Linie, im zweiten die durch den 
Punkt mit den beiden Strecken parallel gelegte Ebene hinzu, welche 



die Gebiete jener Grössen bilden , nnd fo verwandelte fich die Strecke 
in einen -Linien theil , die Fläche von bestimmtem Inhalt und bestimm- 
ten Richtungen in das, was wir einen Flächentheil ^genannt haben. 
Das Produkt dreier Strecken wird durch das Hinzutreten des Punktes 
nur formell geändert. 

^11, Wenn A, B, C, D, E, F Punkte, und a, b, c, 
d Strecken find, fo bedeutet 

1)A = B, 
dass A mit B zufammenfälll, 

2) [AB] = [CD], 

dass die unbegränzten geraden Linien AB und CD, 

3) [ABC] = [DEF], 

dass die unbegränzten Ebenen ABC und DEF zufammenfallen, 

4) a = b, 
dass a mit b parallel, 

5) [abj = [cd] , 

dass die Ebene, welche die Richtungen a und b enthftlt, der 
Ebene parallel ist, welche die Richtungen c und d enthält. 

Beweis. Nach No. 2 bedeutet die Kongruenz zweier 
extenfiver Grössen p^q, dass p und q in einer Zahlbezie- 
hung zu einander stehen, und keine von beiden null ist. 
Wenn das nun 1) für A und B gilt, fo müssen (nach 221) 
ihre Orte zufammenfallen, wenn es 2) für [AB] und [CD] 
gilt, fo müssen (nach 247) die unbegränzten geraden Linien 
AB und CD zufammenfallen, wenn es für [ABC] und [DEF] 
gilt, fo müssen (nach 255) die Ebenen ABC und DEF zufam- 
menfallen. Endlich 4) und 5) folgen aus 1) und 2), wenn 
man die Punkte in unendliche Entfernung rückt. 

§. 4. Addition von Linien nnd Fläohen. 

272. Zwei Linientheile derfelbcn Ebene geben zur 
Summe wieder einen Linientheil derfelben Ebene, und zwei 
Flächentheile geben zur Summe wieder einen Fiächentheil. 

Beweis. Da der Linientheil (nach 249) ein kombinato- 
risches Produkt zweier Punkte, und (nach 251) der Flächen- 
theil ein kombinatorisches Produkt dreier Punkte^ und die 
Punkte (nach 228) Grössen erster Stufe find, fo find (nach 
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77 b) der Linientheil und der FIftchentheil beziehlich einfaefae 
Grössen zweiter und -dritter Stufe. Da ferner alle Punkte 
der Ebene fleh aus dreien, aber nicht aus weniger Punkten der- 
felben numerisch ableiten lassen (233), fo ist (nach 14) die Ebene 
ein Gebiet dritter Stufe, und ebenfo (nach 232 und 14) der 
Raum ein Gebiet vierter Stufe. Nach 88 geben die Grössen 
(n — l)-ter Stufe in einem Hauptgebiete n-ter Stufe zur Summe 
eine einfache (d. h. als kombinatorisches Produkt darstellbare) 
Grösse (n — l)-ter Stufe desselben Hauptgebietes, alfo die 
Linientheile einer und derfelben Ebene einen Linientheil der- 
felben Ebene, die Flächentheile einen Flächentheil. 

Zufatz. Dasfelbe gilt alfo auch für mehr als zwei Linien- 
theile derfelben Ebene , und für mehr als zwei Flächentheile. 

273. Zwei endlich entfernte Linientheile, deren Linien 
fich schneiden, geben zur Summe einen endlich entfernten 

_ Linientheil, dessen Linie durch denfelben Durchschnittspunkt 
geht, und welcher der Diagonale eines Parallelogrammes gleich 
lang und gleichgerichtet ist, dessen von derrelben Ecke aus- 
gehende Seiten den fummirten Linientheilen gleich lang und 
gleichgerichtet find. 

Beweis. Es fei A der Durchschnitlspunkt der beiden 
Linien, und feien [AB] und [AC] die beiden Linientheile, wo 
A, B, C einfache Punkte find, fo ist 

[AB] + [AC] = [A(B + C)] = 2[AE], 
wenn E die Mitte zwischen B und C ist. Aber AE ist die 
halbe Diagonale des Parallelogramms GAB , alfo 2AE die ganze. 

274. Zwei endlich entfernte, gleichgerichtete Linien- 
theile geben zur Summe wieder einen ebenfo gerichteten 
L^iientheil, dessen Länge die Summe ist aus den Längen der 
Summanden, und dessen gerade Linie zwischen den geraden 
Linien der Summanden liegt und von diefen Linien im umge- 
kehrten Verhältnisse der Längen der Summanden absteht. 

Beweis. Es feien [Ap] und [Bq], wo A und B einfache 
Punkte, p und q gleichgerichtete Strecken fmd, diefe Linien- 
theile, und fei i:a das Yerhältniss ihrer Längen, d. h. (nach 
251) das Yerhältniss von p zu q, alfo q = ap, fo ist 



•«•) i77 

[Apl + [Bq] = [Ap] + [B . ap] = [Ap] + a[Bp] [40] 

= [(A + aB)p] = [(1 + a)S • p] [225], 
wenn S der Summenpunkt von A und oB ist, 

= [S-(l+a)p] [40] 

= [S[p + ap)] = [S(p + q)], 
d. h. die Summe ist ein mit den Summanden gleicbgerichtetor 
Linientheil, dessen Länge (p + q) die Summe aus den Lftngen 
der Summanden ist, und dessen Linie durch S geht. S liegt 
aber (nach 225) in der geraden Linie AB, und steht von A 
und B in dem Verhältnisse von a : 1 , d. h. im umgekehrten 
Verhältnisse der Summanden (p und q) ab, alfo steht auch 
die gerade Linie S(p -f q) von den geraden Linien Sp und 
Sq in diefeni Verhältnisse ab. 

275. Zwei endlich entrernte, entgegengefetzt gerichtete, 
aber nicht gleich lange Linientiieilo geben zur Summe einen 
endlich entfernten Linientheil, weicher dem grösseren der 
Summanden gleichgerichtet ist, dessen Länge die Differenz 
der Längen der Summanden ist, und dessen Linie ausserhalb 
der Linien der Summanden (auf der Seite des grösseren Sum- 
manden) liegt, und von diefer Linie im umgekehrten Verhält- 
nisse der Längen der Summanden absteht. 

Beweis wie in 274, nur dass man — a statt a fetzt. 

276. Die Summe zweier entgegengefetzt gerichteter 
und gleich langer Linientheile AB und CD ist ein Strecken- 
produkt, dessen Inhalt gleich und gleichbezeichnet dem eines 
Parallelogrammes ABCD ist, welches den einen Linientheil 
Cgleicfa viel, welchen) zur Grundfeite, und den andern zur 
Deckfeite hat. 

Beweis. Wenn AB mit CD gleich lang und entgegen- 
gefetzt gerichtet ist, fo ist (nach 222 Zuf.) 

B-A = C — D. 
Alfo ist 

[AB] i^ [CD] = [A(B - A)] + [f C -- D)D] [67] 

= [A(B - A)] + [(B -^ A)D] IHyp.] 
= - [(B - A)A] + [(B - A)D] [55] 
= [(B-A)(D-A], 
d. b. gleich einem Sireckenprodukt, dessen Inhalt gleich dem 

n 
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eines Farallelograimnes ist, ^dessen erste Seite mit AB, und 
dessen zweite Seite mit AD gleich lang ^und gleichgerichtet 
ist. Dies ist aber das Parallelogramm ABGD, alfo bewieren. 

277. Die Summe eines endlich entfernten Linientheiles 
[AB] und eines kombinatorischen Produktes [ab] zweier Strecken 
a und b, welche einer durch den Linientheil [AB] gelegten 
Ebene parallel Hnd, ist ein endlich entfernter Linientheil [CD] 
derfelben Ebene, welcher mit dem ersteren gleich lang und 
gleichgerichtet ist, und fo liegt, dass das Parallelogramm ABCD, 
welches den ersten Linientheil zur Grundfßite, den zweiten 
zur Deckfeite hat, dem kombinatorischen Produkte [ab] entge- 
gengefetzt (d. h. inhaltsgleich , aber entgegengefetzt bezeich- 
net) fei. 

Beweis. Bezeichnen wir das mit ABCD gleiche Strecken- 
produkt mit P, fo ist nach dem vorigen Satze 

[AB] + [DC] = P, 
ftifo [CD] == [AB] — P 

= [AB] + [ab], 
da nach Uypothefis 

— P = [ab] ist. 

278. Die Summe zweier kombinatorisdier Produkte [ab] 
und [cd] von je zwei Strecken ist wieder ein kombinatorisches 
Produkt zweier Strecken, und zwar in der Art, dass^ wenn 
jene in Form zweier Parallelogramme über derfelben (oder 
gleich langer und gleichgerichteter) Grundfeite dargestellt find, 
die Summe fleh als Parallelogramm über derfelben (oder gleich 
langer und gleichgerichteter) Grundfeite darstellen lässt, in 
welchem die zweite Seite die Streckenfumme der zweiten 
Seiten jener Parallelogramm^ ist. 

Beweis. Man lege eine Ebene mit a und b parallel, 
eine andere mit c und d parallel; es fei e ein^ Strecke, welche 
mit der Durchschnittslinie beider Ebenen (und wenn fie fleh 
nicht schneiden mit einer beliebigen Linie derfelben) parallel 
ist. Dann kann man (nach 254) [ab] auf die Form [ef] und 
[cd] auf die Form [eg] bringen, und es ist dann 

[ab] + [cd] = [ef] + [eg] = [e(f + g)] , 
und dies war die verlangte Form der Summe. 
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379. Zwei endlich entfemte Fläc^htheile, deren Ebenen 
fleh schneiden, geben zur Summe einen Flächentheil, dessen 
Ebene durch die Durchschniitskante jener Ebenen geht, und 
zwar, wenn die Summanden als Paralleiogramme von gemein- 
schaftlicher Grundreite dargestellt find, fo lässt Tich die Summe 
als Parallelogramm darstellen, welches diefelbe Grundfeite hat, 
und in welchem die zweite Seite die Streckenfumme ans den 
zweiten Seiten der Summanden ist, oder anders ausgedrückt: 
Die Summimden ßnd gleich den Projektionen der Summe auf 
die beiden^ Ebenen der Summanden, wenn auf jede Ebene 
parallel der andern projicirt wird. 

Beweis. Es feien A und B zwei einfache Punkte in 
der Durchschnittskante jener Ebenen, und c und d zwei 
Strecken von der Art, dass die beiden zu addirenden Flächen- 
Iheile gleich [ABc]lind [ABd] feien, fo ist 

[ABc] + [ABd] = [AB(c + d)] 
d. h. die Summe ist dargestellt durch ein Parallelogramm, in 
welchem AB Grundfeite, und c -f- d die zweite Seite ist. 

280. Die Summe zweier paralleler und gleichbezeich- 
neter (endlich entfernter) Flächentheile (E^ und E2) ist ein 
ihnen paralleler und gleichbezeichneter Flächentheil, dessen 
Inhalt die Summe ist aus den Inhalten der Summanden, und 
dessen Ebene zwischen denen der Summanden fo liegt, dass 
Fie von ihnen im umgekehrten Verhältnisse der Inhalte der 
Summanden absteht. 

Beweis. Es fei Ei = [Abc], wo A ein Produkt, b und 
c Strecken Tmd, und fei von A auf die Ebene von E2 eiri 
Loth AD gefällt, fo ist [Dbc], da beide Ebenen parallel find, 
ein Flächentheil der Ebene von Ej , steht alfo zu E2 in einer 
Zahlbeziehung. Es fei E2 =^ a[Dbc] , fo ist 

El + E2 = [Abc] + a[Dbc] =[(A + aD)bc] 

= [(1 4- a)Sbc] , 
wo S (nach 225) in AD liegt, und von A und D im Verhält- 
nisse a : 1 absteht. Folglich ist die Ebene der Summe eine 
durch S mit b und c, alfo auch mit den Ebenen von E^ und 
E2 parallel gelegte Ebene, welche von diefen letzteren im 
Verhältnisse a:l absteht, d. h. im umgekehrten Verhältnisse 
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der Inhalte (bc uiid obc). Der Inhalt der Summe ist (nach 
260) gleich dem Inhalte von (1 -f <^)hc, d. h. =bc -f- cebc, 
d. h. gleich der Summe der Inhalte der Summanden. 

281. Die Summe zweier paralleler und entgegengefetzl 
bezeichneter aber nicht inhaltsgleicher (endlich entfernter) 
Flftchentheile Ei und Ej ist ein ihnen paralleler dem grösseren 
gleichbezeichneter Flächentheil, dessen Inhalt die Differenz 
der Inhalte der Summanden (Ei und Ej) ist, und dessen Ebene 
ausserhalb der beiden Ebenen der Summanden fo liegt, dass 
fie von diefen Ebenen im umgekehrten Verhältnisse der Sum- 
manden absteht. 

Beweis wie in 277, nur dass statt a gefetzt wird — a. 

282. Die Summe zweier paralleler, entgegengefetzt be- 
zeichneter aber inhaltsgleicher (endlich entfernter) Flftchen- 
theile El und E2 ist gleich einem kombinatorischen Produkte 
dreier Strecken, und zwar ist der Inhalt diefes Produktes 
gleich, aber entgegengefetzt bezeichnet dem eines Prisma's, 
welches Ei als Grundflftche hat und dessen Deckflftche in der 
Ebene von Ej liegt. 

Beweis. Es fei Ei=[Abc], E2 = — [Dbc], fo ist 
El + Ej = [Abc] — [Dbc] = [(A ^ D)bc] 
= - [(D - A)bc]. 
Aber [(D — A)bc] ist (nach 58) = [bc(D — A)], und dies 
letztere ist (nach 262) dem Inhalte eines Spates gleich, dessen 
erste Seite mit b, dessen zweite Seite mit c und dessen dritte 
Seite mit (D — A) gleich und gleichgerichtet ist, alfo dessen 
Grundflftche Abc ist und dessen Deckflftche durch D geht, alfo 
bewiefen. 

283. Die Summe eines endlich entfernten Flftchentheils 
El und eines kombinatorischen Produktes P dreier Strecken, 
ist ein dem ersten parallel gelegener, inhaltsgleicher und gleich- 
bezeichneter FIftchentheil £2, welcher fo liegt, dass der Spat 
(Parallelepipedum), welcher den ersteren FIftchentheil zur Grund- 
flftche hat, dem gegebenen kombinatorischen Produkte P der drei 
Strecken inhaltsgleich und gleichbezeichnet ist. 

Beweis. Nach 282 ist 

El ~ Ea = — P, alfo 
E2 = Ei + P. 



384. Die Summe dreier Flfichentheile (Ex, Ej, Eis), deren 
Ebenen fleh in einem Eckpunkte (D) schneiden, ist ein Flichen- 
iheil (E4), dessen Ebene durch denfelben Eckpunkt (D) geht; 
und fo beschaffen ist, däss, wenn man diefen Flächentheii (E4) 
nach und nach auf jede der drei Ebenen parallel der Durch- 
schnittslinie der beiden andern projicirt, diefe Projektionen den 
Summanden (Ei, Ej, E3) gleich find. 

Beweis. Es feien die Kanten, in welchen fleh bezieh- 
lich die Ebenen E2 und E3, E3 und Ex, Ex und E2 schneiden, 
den drei Richtungen a, b, c parallel, fo ist zunächst zu be- 
weifen, dass Ex, E2, E3 die Frojection von E4 auf die Ebenen 
Ex, E2, E3 nach den Richtungen a, b, c feien. Um dies zu^- 
erst f&r Ex zu beweifen, fei E2 +E3=E' gefetzt, fo ist a 
(nach der Annahme) mit der Durchschnittskante der beiden Ebe- 
nen E2 und E3 parallel; alfo auch (nach 279) mit E^ Projicirt 
man nun E4 auf die Ebene Ex nach der Richtung a, fo ist, da 
a mit E' parallel und E4 = E' -f Ex ist, diefe Frojection =:Bx 
(nach 279). Auf gleiche Weife folgt, dass die Frojection von 
E4 auf die Ebene E2 nach der Richtung b, gleich E2, und 
die auf die Ebene E3 nach der Richtung c, gleich £3 ist. End- 
lich muss auch E4 durch D gehen; denn (nach 279) haben 
E', E2 und E3, vermöge der Gleichung E^ = E2 + £3, diefelbe 
Kante gemein, alfo auch den Punkt D, der (nach der Hypo- 
thefis) in E2 und E3 liegt; ferner haben nach demfelben Satze 
E4, E^ Ex, vermöge der Gleichung E4 = E' + Ex , diefelbe 
Kante gemein, alfo auch den Punkt D, der, wie wir bewiefen, 
in E' und nach der Vorausfetzung auch in Ex liegt, d. h. E4 
geht auch durch D. 

285. Eine Summe S von Linientheilen Iftsst fich stets 
auf eine Summe zweier Linientbeile zurückführen, und zwar 
kann man für den einen diefer beiden Linientbeile einen Punkt 
(A), durch welchen die Linie desfelben gehen foU, und für 
den andern eine Ebene BCD, in welcher die Linie desfelben 
liegen foU, willkürlich annehmen, nur dass der Funkt A nicht 
innerhalb der Ebene BCD liegen darf. 

Beweis. DaA, B, C, D nicht in einer Ebene liegen, 
To kann man aus ihnen (nach 232) alle Funkte des Raumes 
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numerisch ableiten, und alfo auch die Punkte, durch deren 
Multiplikation zu je zweien die Linientheile entstanden find, 
deren 9umme S ist« Löst man, nachdem man diefe Ableitungs- 
ausdrücke eingeführt hat, alle Klammern auf, und fetzt (nach 
55) [BA]=.— [AB], [CA] = — [AC], [DA] = — [AD], [CB] 
== — [BC], [DB] = — [BD], [DC] = — [CD], fo erhält man 
einen Ausdruck der Form 

S =a[AB] + /?[AC] + y[AD] + <^[BC] + €[BD] + i:[CD], 
wo a, /}, y^ i, ß, ^ Zahlen find. Dies ist aber 

= [A(aB +ßC+ yD)] + ^[BC] + £[BD] + t[CD]. 
Ersteres giebt (nach 222 und 253) einen Linientfaeil, und 
J[BC] + «[BD] + f [CD] giebt (nach 272 Zuf.) einen (endlich 
oder unendlich entfernten) Linientheil der Ebene BCD, alle 
bewiefen. 

286. Eine Summe S von Linientheilen ist dann und 
nur dann wieder ein Linientheil, wenn 

[SS]=0 
ist. 

Beweis 1. Wenn S ein Linientheil = [AB] ist, fo ist 
[SS] = [ABAB] = [60]. 

2. Wenn [SS]=:0 ist, fo fei S (nach 285) zurückge- 
führt auf 2 Linientheile, und S = [AB] + [CD], fo wird 

= [SS] = [(AB + CD)(AB +CD)] = [ABCD] + [CD AB], 
da [ABAB] und [CDCD] (nach 60) null find. Es ist aber (nach 
58) [CDAB]==[ABCD], alfo 

= 2[ABCD] , oder = [ABCD] , 
d. h. A, B, C, D liegen in Einer Ebene (nach 236), alfo ist 
(nach 272) AB + CD ein Linientheil. 

A n m. Man fieht , wie f är die Statik der 8chwerpankt als Summe 
▼on Paukten, die statische Kraft als Linientheil, die Refultate der 
Sitatisdien Kräfte als Samme der Linientheile , das statische Moment 
als Flächentheil erscheint, und schon daraus wird man entnehmen 
können, welche fruchtreiche Anwendung die hier fich entwickelnde 
Analyfe für die Statik und Mechanik gestatte, was ich in einem spä- 
teren Werke zu zeigen gedenke. 



•••) 18g 

§. 6. Planimetrische und stereometrische Multiplikation. 

287. Wenn a, b,«** die Stufenzahlen eines reinen 
Produktes P (li4), n die des Hauptgebietes, v die Stufenzahl 
des verbindenden, g die des gemeinschaftlichen Gebietes (15) 
und p die des Produktes ist, und n — a = a', n — b =: b',* * *> 
n-T-g = g' gefetzt wird, fo ist, 

1) wenn das Produkt P ein progressives ist^ P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn 

i; = a + b -f • • • 
ist, und zwar ist dann iß = Vy 

2) wenn das Produkt P ein regressives ist, fo ist P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn 

g' = a' + b' 4 

ist, und zwar ist dann p = g. 

Beweis 1. Wenn das Produkt P ein progressives ist^ 
fo kann man die Faktoren (nach 119 b) in lauter Faktoren 
erster Stufe auflöfen; die Anzahl diefer Faktoren erster Stufe 
ist (nach 77) a + b+..., ihr Produkt ist (nach 61 und 66) 
dann und nur dann von null verschieden, wenn die Faktoren 
erster Stufe in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, d. h. 
(nach 23) wenn das verbindende Gebiet von (a + b +• • O-ter 
Stufe, alfo i; = a 4- h +• • • ist. Dann ist die Stufe des Pro- 
duktes (nach 77) = a + b -j , d. h. =v, 

2. Wenn das Produkt P ein regressives ist, fo gilt der 
Satz zunächst für zwei Faktoren. Denn nach 109 ist P dann 
und nur dann von null verschieden, wenn g = a + b — n, d. b, 
n — g = n — a + n— b, alfo 

g' = a' + b'^ 
ist. Nach 95 ist ferner p = a-(-b — n, alfo =g. Somit 
gilt der Satz für zwei Faktoren. Aus ihm erhält man aber 
durch wiederholte Anwendung den Satz für beliebig viele Fak- 
toren. 

Anm. Diefer Satz hätte, nach 119 b folgen Tollen, und ist dort 
nur durch ein Verfehen ausgelassen. 

388. Erklärung. Unter der planimetrischen Multi- 
plikation verstehe ich die auf eine Ebene bezügliche, unter 
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der stereometrischen die auf den Raum (als Gebiet vierter 
Stufe) bezügliche Multiplikation. 

389, Das planimetrische Produkt zweier Linientheile 
[AB] und [AC], deren Linien fleh in endlicher Entfernung 
schneiden^ ist ein Punkt, dessen Ort der Durchschnittspunkt 
(A) jener Linien, und dessen KoeiBcient, wenn A, B, C ein* 
fsifihe Punkte find, gleich dem Inhalte des Parallelogramms 
ABC ist, d. h. 

[AB-AC] = [ABC]A. 

Beweis nach 104. 

Anm. Da bei der planimetrisclien Maltiplikation (gemäss 94) ein 
Flächcnthell ah Einlieit angenommen werden muss, fo ist der Koef- 
ficient [ABC] eine Zahl, alfo [ABC]A in der That ein (einfacher oder 
vielfacher) Punkt. 

200. Das planimetrische Produkt zweier paralleler Li- 
nientheile [AB] und [CD] ist eine Strecke, welche den beiden 
Linien parallel ist, und welche fich zur Strecke AB algebraisch 
wie das Parallelogramm BCD zur Einheit verhält. 

Beweis. Da AB mit CD parallel ist, fo stehen (nach 
221) die Strecken A — B und C — D in einer Zahlbeziehung. 
Es fei C — D = a(A — B), fo wird' 

[AB . CD] = [(A ~ B)B . (C - D jD] [67] 

= a[( A — B)B • (A — B)D] [Annahme] 
= a[(A — B)BD](A — B) [104] 

= [(C — D)BD](A — B) [Annahme] 

= [CBD](A — B) [67] 

= [BCD](B — A) [55]^ 

d. h. [AB «CD] ist gleich einer Strecke, die mit AB parallel 
ist, und Tich zu AB algebraisch verhält wie [BCD] zu 1. 

201. Das planimetrische Produkt eines Linientheiles 
[AB] und eines Punktes C ist, wenn A, B,X einfache Punkte 
flnd, gleich dem Inhalte des Parallalogramms ABC, alR) null 
nur dann, wenn A, B, C in gerader Linie liegen. 

Beweis nach 255. 

202. Das planimetrische Produkt dreier Linientheile 
[AB], [AC], [BC], welche die Seiten eines Dreiecks bilden, 
ist, wenn A, B, C einfache Punkte find, 4mal fo gross als 



das Quadrat diefes Dreiecks, oder gleich dem Quadrate des 
Parallelogramms ABC, d. h. 

[AB.AC.BC] = [ABC]l 
Beweis. Es fei [ABC] = a. Dann fetze man A| = A : a, 
fo ist [AiBC] = l, alfo (nach 112) 

[AiB.A,C.BC]=l, 
alfo 

[ABACBC] =a»= [ABC]l 

Anm. Wir hätten die Formel aach Bchreiben können: 
[AB.BO.CAJ=:[ABC]>. 

293. Das planimctrische Produkt zweier Grössen erster 
oder zweiler Stufe ist dann und nur dann null, wenn die 
Grössen incident find, d. h. zweier Punkte, wenn ihre Orte 
zufammen fallen, zweier Linientheile, wenn ihre Linien zufam* 
menfallen, eines Linientheiies und eines Punktes, wenn der 
Ort des Punktes in die Linie (jenes Linientheiies) fallt. 

Beweis nach 287^ 

29A. Das planimctrische Produkt zweier nicht incidenter 
Linientheile ist dem Durchschnittspunkte ihrer Linien kon- 
gruent, d. h. 

[AB.AC] = A. 

Beweis. [AB AC] = [ABC]A (f. o.), alfo da [ABC] 
eine Zahl ist, ^A (nach 2). 

209. Das planimctrische Produkt dreier Linientheile ist 
dann und nur dann null , wenn ihre Linien fleh in einem (end- 
lich oder unendlich entfernten) Punkte treffen. 

Beweis nach 287. 

296. Das stereometrischc Produkt zweier Flächentheile 
[ABC] und ABD, deren Ebenen fich in endlicher Entfernung 
schneiden, ist ein Theil diefer Durchschnittslinie, und zwar 
verhalt fich derfelbe, wenn A, B, C, D einfache Punkte flnd, 
zu AB algebraisch wie der Spat (das Parallelepipedam) ABGD 
zur Einheit. 

Beweis. [ABC-ABD] = [ABCD][AB] [104]. 

Anm. Da bei der stereometrischen Multiplikation (nach 94, 288) 
ein Körpertheil als Einheit genommen ist, fo ist [ABCD] eine Zahl, 
und allo [ABCD] [AB] in der That ein Linientheil. 

12* 
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297. Das stereofmebrische Produkt zweier Flächentheile 
[ABC] und [DEF], deren Ebenen parallel Tind, ist ein Produkt 
zweier Strecken, welche diefen Ebenen parallel find, und 
zwar verhält Tich der Inhalt dieres Produktes, wenn A, B, C, 
D, £, F einfache Punkte find, zu dem des Parallelogramms 
ABC algebraisch wie der Spat (das Parallelepipedum) ADEF 
zur Einheit. 

Beweis. 

[ABC . DEF] = [A(B — AXC— A) • D(E— D)(F— D)J [67]. 
Da nun nach der Annahme die Ebenen ABC und DEF parallel 
rwd, fo find (nach 230) E — D und F — D aus B — A und 
€ — A ableitbar, Mo auch das Produkt der ersteren aus dem 
der letzteren. Es fei B — A mit p und C — A mit q bezeich- 
net, fo ist [(E — DXF— D)] aus [pq] ableitbar, und fei 
= a[pq], fo ist 

[ABC • DEF] = [Apq • aDpq] = a[Apq • Dpq] [40] 
= a[ADpq][pq] [107] 

= [AD(E — DXF-D)][pq] [Annahme] 
= [ADEF][pq] [67]. 

298. Das stereometrische Produkt zweier Linienlheile 
[AB] und [CD], und ebenfo das eines Flächentheiles [ABC] 
und eines Punktes, ist, wenn A, B, C, D einfache Punkte 
Fmd, gleich dem Spate ABCD. 

Beweis. [AB- CD] = [ABC-D] = [ABCD] [80]. 

299. Das stereometrische Produkt dreier Flächentheile 
[ABC], [ABD], [ACD], welche fich in einem endlich entfern- 
ten Punkte A schneiden, ist ein vielfacher Funkt, dessen 
Ort der Durchschnittspunkt A ist, und zwar, wenn A, B, C, 
D die einfachen Ecken eines Tetraeders find, fo ist der zu 
jenem Punkte gehörige Koefficient gleich dem Inhalte des 
Spates (Parallelepipedums) ABCD. 

Beweis. Es fei [ABCD] = a, und fei Bi=B:a, fo 
ist [ABiCD]=;=l, alfo (nach 112) 

[ABiC.ABiD.ACD]=A, alfo 

[ABC . ABD . ACD] = a^A — [ABCD] ^A. 

300. Das stereometrische Produkt von vier Flächen- 
theilen [ABC], [ABD], [ACD], [BCD] ist, wenn A, B, C, 
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D die einfachen Ecken eines Tetraeders ßnd, gleich der 
dritten Potenz des Spates (Parallelepipedums) ABCD. 

Beweis. Es Tel [A6CD]==a, und fei Ai:=:A:a, fo 
ist [AiBCD] = l, alfo (nach 112) 

[AiBC . Ai BD . AiCD • BCD] = 1 , alfo 
[ABC ABD.ACDBCDjrrra^rs [ABCD]». 

301. Das stereometrische Produkt zweier Linientheile 
ist dann und nur dann null, wenn ihre Linien in einer Ebene 
liegen; das stereometrische Produkt zweier Grössen, welche 
von erster, zweiter. oder dritter Stufe, aber nicht beide zu- 
gleich von zweiter Stufe lind, ist dann und nur dann null, 
wenn die Grössen incident Find, alfo zweier Punkte , wenn 
ihre Orte zufammen fallen, zweier Flächentheile, wenn ihre 
Ebenen zufammenfallen, eines Punktes und eines Linien- oder 
Flächentheiles , wenn der Punkt in der Linie oder Ebene des 
letzteren liegt, eines Linientheiles und eines Flächentheiles, 
wenn die Linie des ersteren in der Ebene des letzteren liegt. 

Beweis No. 287. 

302. Das stereometrische Produkt zweier nicht inci- 
denter Flächentheile ist der Durchschnittslinie ihrer Ebenen 
kongruent. 

Beweis. Es feien a, b, c, d vielfache Punkte , fo ist 
[abcabd] = [abcdl[ab] 
= [ab] , 
da [abcd] eine Zahl ist. 

303. Das stereometrische Produkt eines Flächentheiles 
und eines Linientheiles, der nicht in der Ebene des ersteren 
liegt, ist dem Durchschnittspunkte der Ebene und der Linie 
kongruent. 

Beweis, [abc • ad] =s [abcd] a 

= a, 
wo wieder a, b, c, d vielfache Punkte find. 

304. Ich bezeichne bei der planimetrischen Multiplika- 
tion das Produkt [ab] zweier Strecken a und b, wenn das 
Parallelogramm ab gleich dem als Einheit angenommenen Flä- 
cheninhalte i^t, mit U, und ebenfo bezeichne ich bei der ste- 
reometrischen Multiplikation das Produkt [abc] dreier Strecken 
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&, b und c, wenn der Spat (Parallelepipedum) abc gleich dem 
als Einheit angenommenen Körperranme ist, mit U. Wenn 
beide unterschieden werden follen^ fo werde ich jenes mit Uj^ 
dieres mit U3 bezeichnen. 

SOS. Wenn a ein vielfacher Punkt, AB ein Linientheil, 
ABC ein Flächentheil ist, und A, B, C, einfache Punkte find 
fo ist 

[aü] der Koefficient von a, 

[ABU] gleich der mit AB gleich langen, und gleichge- 
richteten Strecke =(B — A), und 

[ABCU] gleich dem mit dem Parallelogramm ABC glei- 
chen und parallel gelegenen Streckenprodukte 
= [(B - AXC - A)]. 
Beweis. Es fei.a = aA und ü==[bcd], wo b, c, d 
(nach 304) Strecken und, und der Spat bcd gleich 1 ist, 
fo ist 

[all] = [aAbcd] = a[Abcd] = a, 
da [Abcd] (nach 268) mit [bcd] inhaltsgleich und gleich be- 
zeichnet, alfo gleich 1 ist. Ferner 

[ABU] = [AB . bcd] = [A(B — A) « bcd] [67]. 

Da hier B — A als Strecke aus b, c, d numerisch ableitbar 
ist (nach 229), fo ist (nach i08) 

[A(B - A) . bcd] = [Abcd][B - A] = [B — A] , 
da [Abcd] = 1 ist. Ferner 

[ABCU]=[ABC.bcd]=[A(B— A)(C— A).bcd] [67]. 
Da hier B — A und C — A Strecken, alfo aus b, c, d nu- 
merisch ableitbar find (nach 229), fo ist [(B — A)(C — A)] 
dem [bcd] untergeordnet, alfo 

[A(B— A)(C- A) . bcd]=[Abcd][B - A)(C— A)] [108] 

= [(B-AXC-A)], 

da [Abcd] = 1 ist. 

Anm. Dicfe Grössen (aU), [ABU], [ABCU] find es, welche ich 
ia der ersten Bearbeitung der Ausdehnungslebre von 1844 (pag. 159) 
die Ausdehnungen der Grössen a,.[AB], [ABC] genannt, und dafür 
eine eigene Bezeichnung eingeführt habe , die nunmehr durch die An- 
wendung der unendlich entfernten Einheit (U) ttberflüssig gemacht 
worden ist. 
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§. 6. Besondere Gesetze für ein gleich Nnll gesetztes 
planimetrisclies Produkt. Ebene Kurven. 

306. Die Gleichung eines Punktes x, der mit den 
Punkten a, b in einer geraden Linie liegt , ist 

[xab] = 0. 
Beweis. Denn (nach 245) ist [xab] dann und nur dann 
null, wenn x mit a, b in einer geraden Linie liegt. 

Anm. Da es bei den gleich null gefetzten Produkten nie auf den 
metrischen Werth der Faktoren ankommt, fo brauchen einfache und 
vielfache und unendlich entfernte Punkte nicht mehr unterschieden 
zu werden , und ich will deshalb für diefelben überall die gleiche Be- 
zeichnung durch kleine lateinische Buchstaben wählen, während ich 
zur Bezeichnung der Linien thcile, oder, da es hier auf ihre Grösse 
nicht ankommt, der geraden Linien, die grossen lateinischen Buch- 
staben wähle. 

307. Die Gleichung einer geraden Linie X, die mit 
den geraden Linien A und B durch denfelben Punkt geht, ist 

[XAB] = 0. 
Beweis nach 301. 

308. Die Stufenzahl eines planimetrischen Produktes 
ans beliebig vielen Faktoren , mögen diefelben nun Grössen 
erster oder zweiter Stufe fein, ist der Summe der Stufen- 
zahlen aller Faktoren kongruent in Bezug auf den Modul. 3. 

Beweis nach 96. 

309. Wenn $n,z ein planimetrisches Produkt nuUter 
Stufe ist, welches den Punkt x n-mal, und ausserdem nur 
konstante Punkte und Linien als Faktoren enthlllt, fo ist 

wenn ihr nicht jeder Punkt x genügt, die Punkt -Gleichung 
einer algebraischen Kurve n-ter Ordnung, d. h. es drückt die 
Gleichung aus , dass der Punkt x in einer algebraischen Kurve 
n-ter Ordnung liegt. 

Beweis. Es feien a, b, c drei beliebige, nicht in gerader 
Linie liegende Punkte, z. B. a ein einfacher Punkt, b und c 
zwei gegeneinander fenkrechte und gleich lange Strecken 
(unendlich entfernte Punkte), fö flnd alle Punkte der Ebene 
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aas a, b, c numerisch ableitbar , alfo namentlich der Punkt x; 
es fei 

X = Xia + Xab + XjC. 
Führt man diefen Ausdruck statt x in die Gleichung 

ein, und löst die fömmtlichen Klammern, welche nun in dem 
Produkte ^Jn/x den Ausdruck (xja -f Xjb 4- XgC) einschliessen, 
auf, fo erhält man eine in Bezug auf x^, Xj, X3 homogene 
Gleichung n-ten Grades, deren Glieder alle die Form STxJx^xj 
haben, wo a + B 4- c = n ist, und wo 8( ein Produkt kon- 
stanter Linien und Punkte, und zwar ein Produkt nullter Stufe 
ist, da die Stufenzahlen der Faktoren nicht geändert find. Alfo 
ist % als Grösse nullter Stufe eine Zahl, und die Gleichung 
alfo eine gewöhnliche Zahlgleichuhg geworden, welche in Be- 
zug auf Xi, X2, X3 homogen vom n-ten Grade ist. Es find 
aber, wenn a ein einfacher Punkt und b und c zu einander 

IC TC 

fenkrechte gleich lange Linien find, — und — die gewöhn-* 

Xi Xi 

liehen Koordinaten des Punktes x, alfo, wenn die Gleichung 
nicht identisch =0 ist, die durch fie dargestellte Kurve eine 
algebraisi^he Kurve von n-ter Ordnung. 

310. Wenn $(n,X) ein planimetrisches Produkt nullter 
Stufe ist, welches die gerade Linie X n-mal und ausserdem 
nur konstante Punkte und Linien als Faktoren enthält, fo ist 

9)(n,X) = 
die Linien -Gleichung einer algebraischen Kurve n-ter Klasse, 
oder einfacher ausgedrückt, fo ist der geometrische Ort für 
die Linie X, welche diefer Gleichung genügt, ein Ort n-ten 
Grades. 

Beweis genau wie in 309^ 

311« Wenn ^n,x ein stereometrisches Produkt nuUler 
Stufe ist, welches den Punkt x n-mal, und ausserdem nur 
konstante Punkte, Linien und Ebenen als Faktoren enthält, 
fo ist 

die Punktgleichung einer algebraischen Oberfläche n-ter Ord- 
Qiuig, oder einfacher ausgedrückt, fo ist der geometrische Ort 
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des Punktes x, welcher der obigen Gleichung genügt, ein Ort 
n-ten Grades; vorausgeretzt jedoch , dass nicht jeder Punkt x 
der obigen Gleichung genügt. 

Beweis. Es feien a, b, c, d vier beliebige Punkte , die 
nicht in Einer Ebene liegen, z. B. a ein einfacher Punkt, b^ 
c, d drei gegeneinander fenkrechte und gleich lange Sirecken 
(unendlich entfernte Punkte), fo lässt fich (nach 282) x aus 
a, b, c, d numerisch ableiten. Es fei 

X =2= Xia + X2b = X3C + X4d, 
wo Xi, X2, X3, X4 Zahlen Tind. Führt man diefen Ausdruck 
statt X in dem Produkt Pn,x überall ein, und lösst die Klam- 
mern auf, (b erhält man lauter Glieder der Form Slx^x^xJxJ 
wo a + b + c + b = n, und 3t ein Produkt nulller Stufe, alfo 
eine Zahl ist. Somit ist die entstehende Gleichung eine Zahl- 
gleichung, welche in Bezug auf x^, Xg, X3, X4 homogen vom 
fluten Grade ist; falls nicht etwa die fämmtlichen Koefficienten 
9[ u. f. w. Null find , d. h. der Gleichung durch jeden Punkt x 

genügt wird, was oben ausgeschlossen war. Nun find -^, 
— , — die gewöhnlichen Koordinaten des Punktes x, weil 

Xi Xi 

a + ^b + ^c + ^d ), alfo x = a + ^b 

Xj Xi Xi J Xi 

X X 

H — ^ H — ^d ist. Somit ist der geometrische Ort von x eine 

Xi Xi 

Oberfläche n-ter Ordnung. 

312. Wenn $Cn,^) ein stereometrisches Produkt nullter 
Stufe ist, welches die Ebene % n-mal als Faktor enthält, und 
ausserdem nur konstante Punkte, Linien und Ebenen, fo ist 

Kn,5) = 
die Ebenen -Gleichung einer algebraischen Oberfläche n-tar 
Klasse; vorausgefetzt, dass nicht jede Ebene % der Gleichung 
genügt. 

Beweis wie in 311. 

313. Ein planimetrisches und ebenfo ein stereometrisches 
Produkt bleibt fich felbst kongruent, wenn man statt eines 
beliebigen Faktors desfelben einen ihm kongruenten fetzt, oder 
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ihn mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl (einer 
Grösse nuUter Stufe) multiplicirt oder dividirt. 

Beweis. ^Zwei Grössen Ä und B heissen (nach 2) 
kongruent, wenn zwischen ihnen eine Gleichung der Foroi 
^ = n£ besteht, in welcher n eine beliebige von Null ver- 
schiedene Zahl (pofltive, ganze oder gebrochene, rationale 
oder irrationale) bedeutet. Setzt man nun in einem Produkte 
P(^), welches den Faktor Ä enthält, statt Ä eine ihr kon- 
gruente Grösse n^, To wird P(n^) (nach 40) =:nP(J), alfo 
mit P(^) kongruent. 

Anm. Ein Produkt nullter Stufe ist nach dem angeführten Be- 
griffe dann und nur dann einem anderen kongruent , wenn He entweder 
beide zugleich null, oder beide zugleich von Null verschieden Hnd. 
Somit schliesst der Satz dies ein, dass wenn man in einem Produkte 
nullter Stufe statt eines beliebigen Faktors einen ihm kongruenten 
fetzt, das Produkt null bleibt, wenn es null war, und von Null ver- 
schieden bleibt, wenn es von KuU verschieden war. Da es in der 
ganzen folgenden Behandlung nur auf die Kongruenz ankommt, fo 
werde ich statt der Linientheile und der Flächentheile überall gerade 
Linie und Ebene fetzen. 

314. Ein planimetrisches , und ebenfo ein stereomelri- 
sches Produkt bleibt fich felbst kongruent, wenn die beiden 
Faktoren, aus denen es besteht, vertauscht, d. h. \^AB\ ^ \BÄ\j 
was auch Ä und B für Grössen Teien. 

Beweis nach 120. 

315. Ein planimetrisches Produkt dreier Punkte oder 
dreier Linien, ebenfo ein stereometrisches von vier Punkten 
oder Ebenen bleibt fich Telbst kongruent, wenn man Teine 
Faktoren beliebig ordnet und zurammenfasst. 

Beweis. Denn da das Produkt dann (nach 114) ein 
reines ist, fo gelten ffir dasfelbe die Sätze 120, 119 a. 

316. Ein planimetrisches, und ebenfo ein stereometri- 
sches Produkt bleibt fleh felbst gleich, wenn man zwei un- 
mittelbar auf einander folgende, einander incidente Faktoren 
desfelbcn (namentlich eine gerade Linie, oder eine Ebene und 
einen in ihr liegenden Punkt) vertauscht. 

Beweis nach 123. 

317. Ein planimetrisches, und ebenfo ein stereomelri- 
sches Produkt nullter Stufe bleibt fich felbst kongruent, wenn 
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man die Ordnung der Faktoren umkehrt, oder die Reihe belie- 
big vieler letzttsr Faktoren in eine Klammer schliesst und 
umkehrt. 

Beweis nach 126. 

318. Ein stereometrisches Produkt von drei oder vier 
Punkten, oder von drei oder vier Ebenen, oder von zwei 
Punkten und einer Geraden, oder vop zwei Ebenen und einer 
Geraden bleibt Tich felbst kongruent, wenn man feine Faktoren 
beliebig ordnet und zufammenfasst. 

Beweis. Denn da das Produkt dann (nach 114) jedes- 
mal ein reines ist, fo find hier die Sätze 119 a und 120 
anwendbar. 

319. Ein stereomeirisches Produkt [aßC] von einem 
Punkte a und zwei geraden Linien B und C, welche fich 
schneiden, bleibt fleh felbst kongruent, wenn man diefe 
geraden Linien vertauscht, d. h. 

[aBC]^[aCB], wenn B und C fich schneiden. 
Beweis nach 124 e. 

Anm. Hiermit find alle Fälle der Vertauschbarkeit für plaiii- 
mctrische und stereometrische Produkte erschöpft. (Vergl. 124.) 

320. Wenn in einem planlmetrischen Produkte der Form 
[xaBcD***] d. h. in welchem auf den Punkt x abwechselnd 
Punkte und gerade Linien folgen, oder in dem planimetrischen 
Produkte [XBcD« • •], in welchem auf die Linie X abwechfelnd 
Linien und Punkte folgen, kein Faktor dem nächstfolgenden 
incident ist, fo ist dasfelbe von Null verschieden. 

Beweis. Angenommen fei, dass von den Grössen x, a, 
B, c, D*-* keine zwei aufeinander folgende incident feien, 
dann flnd x und a zwei nicht incidente Punkte, ihr Produkt 
alfo eine von Null verschiedene, gerade Linie, diefe gerade 
Linie ist nicht mit B incident, da a nicht in B liegt, alfo ist 
ihr Produkt [xaB] ein von Null verschiedener Punkt der gera- 
den Linie B; diefer kann nicht mit c zufammenfallen, da c 
nicht in B liegt, alfo ist ihr Produkt [xaBc] eine von Null 
verschiedene, durch c gehende gerade Linie, diefe kann nicht 
mit D zufammenfallen, da c nicht in D liegt, alfo ist ihr 

Produkt [xaBcD] ein von Null verschiedener Punkt der gera- 

13 
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den Linie D u. T. w. Setzt man xa = X, To geht der zweite 
Theil des Satzes hervor. 

321. Wenn in einem stereometrischen Produkte der 

Form 

[xaßcä- • • •], 

d. h. in welchem auf den Punkt x abwechfelnd Punkte und 
Ebenen (die hier mit griechischen Buchstaben bezeichnet (Ind) 
folgen, oder in dem stereometrischen Produkte 

in welchem auf die Ebene | abwechfelnd Ebenen und Punkte 
folgen, kein Faktor dem nächstfolgenden incident ist, fo ist 
dasfelbe von Null verschieden. 
Beweis wie in 320. 

322. Wenn in einem stereometrischen Produkte der 
Form 

[xABC..-] oder [JBC--.], 
d. h. in welchem auf den Punkt x oder die Ebene $ lauter 
gerade Linien als Faktoren folgen, die beiden ersten Faktoren 
einander nicht incident find, und keine der Linien die nächst- 
folgende schneidet, fo ist dasfelbe von Null verschieden. 

Beweis. Da x nicht in der geraden Linie A liegt, fo 
ist [xA] von Null verschieden, und zwar der durch x und A 
gelegten Ebene kongruent;« in diefer Ebene kann die gerade 
Linie B nicht liegen, da Tie fönst die gerade Linie A derfelben 
Ebene (wenn auch in unendlicher Entfernung) schneiden 
müsste, gegen die Annahme, alfo ist das Produkt [xAB] der 
Ebene [xA] und der geraden Linie B von Null verschieden, 
und zwikr (nach 303) kongruent dem Durchschnittspunktc 
beider; da diefer in B liegt, alfo nicht in C (da 6 und C ficfa 
nicht schneiden), fo ist das Produkt [xABC] eine von Null 
verschiedene durch C gehende Ebene u. f. w. Der zweite 
Theil des Satzes folgt, wenn man [xA] = J fetzt. 

An ID. Die angeführten Sätze reichen hin, nm die vorher aufge- 
stellten Formeln für Kurven und Oberflächen mit der grössten Leich- 
tigkeit zu diskutiren , wozu ich die folgenden zwei Beispiele wähle. 

323. Die Gleichung eines Kegelschnittes, der durch 
die fünf Punkte a, b, c, d, e geht, von denen keine drei 
in einer geraden Linie liegen, ist 
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[xa(cd)(ab • deXbc)ex] = 0, oder 

[xaBcjüex]=:0, 
wo B = [cd] , Ci = [ab • de] , D == [bc] ist. 

Beweis. Das Produkt der linken Seite ist, da die Summe 
der Stufenzahlen 12 durch 3 theilbar ist, von nullter Stufe. 
Dass nicht jeder Punkt x der Gleichung genügt, davon über- 
zeugt man fich leicht. Zieht man z. B. eine Linie ap, die nicht 
durch e geht, und nimmt an^ x folle in diefer geraden Linie 
liegen, aber nicht in a, fo ist [xa]^[pa], fomit können wir 
(nach 313) statt xa in der obigen Gleichung pa einfetzen, und 
erhalten i 

[paBciDex] = 0, 
d. h. der Punkt x muss in der geraden Linie liegen, die 
durch den Punkt [paBciD], welcher q heisset, und durch den 
Punkt e geht; zugleich foU er nach der Annahme in der 
geraden Linie ap liegen, alfo zugleich in qe und ap, diefe 
beiden geraden Linien find noth wendig verschieden, da e nicht 
in ap liegt, alfo treiTcn fie fich nur in einem Punkte, d. h. 
die gerade Linie ap enthält ausser dem Punkte p nur Einen 
Punkt, der der obigen Gleichung genügt. Alfo genügt ihr 
nicht jeder Punkt. Somit ist der geometrische Ort für x (nach 
309) eine Kurve zweiter Ordnung, alfo ein Kegelschnitt. Es 
ist nur noch zu zeigen, dass er durch die fünf Punkte a,**- 
geht, d. h. dass wenn x mit irgend einem der fünf Punkte 
a-**-e zufammenfällt, die Gleichung erfüllt wird. Fällt x 
mit a zufammen, fo wird xa = 0, alfo auch das ganze Pro- 
dukt, dasfelbe gilt für x^e, wenn man die Gleichung (nach 
317) in der Form 

[xeDciBax]==0 [104] 

schreibt. Wird x^c, fo wird [ca(cd)] ^ [cad]c, und dies 
ist wieder ^c, da [cad] eine von Null verschiedene Zahl 
ist, alfo ist 

[ca(cd)(ab • de)(bc)ec] ^ [c(ab • de)(bc)ce] 

^ [(ab . de)c(bc)ce] [314] 

= [(ab.de)(bc)cce] [123] 

^ [(ab • debc] [cce] , da [(ab • de)bc] von 

nullter Stufe, d. h. eine Zahl ist. Hier ist [cce] (nach 60) 
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= 0, alfo auch das ganzo Produkt null. Wird x^d, fo wird 
[dacd] = [da.dc] (No. 314) = [dac]d (No. 104) =d. Somit 
wird dann 
[da(cd)(ab • de)(bc)ed] = [d(ab • de)(bc)ed] 

= [ab(de)d(bc)ed] [314] 

= [abd(de)(bc)ed] [123] 

= [abd][(de)(bc)(de)], [40] 

weil [abd] eine Zahl ist. Aber [de-bc*de] ist null (nach 295), 
alfo das ganze Produkt =0. Wird x^b, fo ergiebt fich 
auf gleiche Weife aus der umgekehrten Gleichungsform , dass 
der Gleichung genügt wird. Somit find alle fünf Punkte a* • -e 
Punkte des Kegelschnittes. 

324. Wenn A, B, C drei gerade Linien im Räume 
find, von denen keine zwei fich schneiden, fo ist 

[xABCx] = 
die Gleichung derjenigen Fläche zweiter Ordnung, auf wel- 
cher die drei geraden Linien A, B, C liegen. 

Beweis. Die Summe der Stufcnzahlen ist 8, alfo durch 
4 theilbar, alfo das Produkt als stereometrisches von nullter 
Stufe. Nicht jeder Punkt x genügt ihr. Denn legt man durch 
die gerade Linie A eine Ebene a, und nimmt an, der Punkt 
X liegt in diefer Ebene, aber ausserhalb A, fo ist [xA]^a, 
alfo [xABC]^ [aBC], und zwar von Null verschieden (nach 
322). Es ist aber czB ein Punkt und [aBC] die durch diefen 
Punkt und die gerade Linie C gelegte Ebene. Die Gleichung 

[aBCx] = . 
fagt aus, dass der Punkt x in diefer Ebene liegen muss, er 
liegt aber nach der Annahme auch in der Ebene a, alfo in 
beiden zugleich. Beide Ebenen fallen aber nicht zufammen, 
da fönst A und C in diefer Ebene liegen , alfo fich schneiden 
müssten gegen die Annahme. Alfo muss x dann in der Durch- 
schnittskante beider Ebenen liegen, um der Gleichung zu ge- 
nügen. Somit genügt ihr nicht jeder Punkt. Da nun das 
obige Produkt von nullter Stufe ist, x zweimal als Faktor 
enthfilt, und nicht durch jeden Punkt x erfüllt wird, fo ist 
(nach 311) der Ort von x eine Oberfläche zweiter Ordnung. 
In ihr liegen A und C, denn wenn x in A liegt, fo wird 
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[xA] = 0, airo das Produkt null, ebenfo wenn x in G liegt. 

Liegt endlich x in B, fo hat maa 

[xABCx] = [AxBCx] [314] 

s [ABxCx] [123] 

= [AB][xCx], da [AB] von nullter Stafe 

{St; endlich xCx (nach 60) null, alfo das Produkt gleich null, 

d. h. jeder Punkt x, der in C liegt, genügt der Gleichung. 

Anm. Für den umgekehrten Satz, dass jede algebraische Karve 
der Ebene fleh in Form eines gleich null gefetzten planimetrischen 
Produktes darstellen lässt, kommt es darauf an, jede algebraische 
Funktion der Koordinaten eines Punktes in Form eines planimetrischen 
Produktes darzustellen. Diefe Aufgabe wird gelöst fein, wenn bei 
irgend einer Methode, die Zahlen räumlieh darzustellen, fo wohl das 
Produkt als auch die Summe zweier räumlich dargestellter Zahlen 
durch ein planimetrisches Produkt dargestellt werden können. Das 
Entsprechende gilt für die algebraischen Oberflächen. Für den ersten 
Fall wollen wir die Entwickelnng fo weit fähren, dass aus jeder 
gegebenen algebraischen Gleichung fogleich die entsprechende plani- 
metrische abgelefen werden kann. 

329. Es fei c ein einfacher Punkt, a und b feien zwei 

nicht parallele Strecken , und x ein beliebiger einfacher Punkt 

der Ebene cab, und zwar fei x=:xia -f Xjb -f- c. Es fei d 

= a + b 4- c (d. h. d fei in einem Parallelogramme, dessen 

eine Ecke c ist, und dessen von diefer Ecke ausgehende Seiten 

mit a und b gleich lang und gleichgerichtet find, die der Ecke c 

gegenüberliegende Ecke). Wenn dann (x^) und (X2) diejenigen 

Punkte der Diagonale cd find, für welche die Gleichungen 

[c(xi)] : [cd] = Xi, [c(x2)] : [cd] = x^ 
gelten, fo ist 

(xi) = [xbC], (xj) = [xaC] und [(xi)b]=[xb], [(xj)a]=xa, 
wo der Kürze wegen [cd] mit C bezeichnet ist. 

Beweis. Nach 221 ist, da die Punkte c, (x^), d in 
gerader Linie liegen, und c(xi) : cd = Xi: 1 fleh verhält, 

(xi) — c = Xi(d — c) = Xi(a + b), 
da (nach Hyp.) d = a + b + c war, alfo 

(xi) = x^a + Xib + c , folglich 

[(xi)b] = [(xja + c)b] [67] 

und [xb] = [(xja -f Xjb -}- c)b] [Hyp.] 

= [Cxia + c)b] [67]. 

Folglich [(xi)b] = [xb]. 
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Hier ist [xb] eine gerade Linie, welche durch x mit b 
parallel gezogen ist; in diefer Linie liegt nach der letzten 
Gleichung der Punkt (x^); es liegt derrelbe aber nach der 
Vorausfetzung auch in der Geraden cd oder C, alfo im Durch- 
schnitt beider, folglich ist 
. (x,) = [xbC]. 

Aus gleichem Grunde ist [(x2)a] =xa und (xj) ^ [xaC]. 

326. Wenn a, b, c, d dicfelbe Bedeutung wie im vorigen 
Satze haben, und p, q zwei beliebige Zahlen find und man, 
ähnlich wie im vorigen Satze, unter (p)^ (q), (pq) diejenigen 
Punkte der geraden Linie cd versteht, für welche die Glei- 
chungen 

(a) [c(p)]:[cd]=p, [c(q)]:[cd] = q, [c(pq)l:[cd]=pq 
gelten, fo ist, wenn der Kürze wegen 

(b) [da] = A, [db] = B, [de] = C 
geretzt find, 

(pq) = [(p)aBc((q)b)aC] = [(p)bAc((q)a)bC] 

[(pq)a] = [(p)aBc((q)b)a] 

[(pq)b] = [(p)bAc((q)a)b]. 
Beweis. Setzt man in die dritte der Gleichungen (a) 
für p und q ihre Werthe aus den beiden ersten, To erhalt 
man die Proportion 

[c(pq)] : [c(p)] = [c(q)] : [cd]. 
Aus diefer Proportion und daraus, dass die fünf Punkte 
^9 ^9 (p)) (4)9 (P4) ^^ gerader Linie liegen, folgt fogleich, 
wenn wir den Punkt (pq) der Kürze wegen mit r bezeichnen, 
dass c der Aehnlichkeitspunkt der beiden Punktvereine r, (q) 
und (p), d ist. Zieht man daher über den Grundfeiten r(q) 
und (p)d die parallelen Dreiecke r(q)e und (p)df, fo ist c 
auch Aehnlichkeitspunkt diefer Dreiecke, folglich liegen die 
entsprechenden Punkte e und f mit c in gerader Linie, wo- 
durch r gefunden werden kann. Nimmt man ins Befondere 
re und (p)f parallel mit a , und (q)e und df parallel mit b, 
fo wird 

f=[(p)a.db] = [(p)aB], 
da [db] = B gefetzt war; ferner 

e ^ [fc • (q)b] , r ^ [ea • cd] ^ [eaC] , 



da [dc]^C gefetzt war^ and endlich 

[ra] = [ea] , 
was Dch alles unmittelbar ergiebt, wenn man die betreffende 
Figur zeichnet. Setzt man in die letzten beiden Gleichungen 
die Werthe aus den beiden ersten ein, fo erhält man 

r = [(p)aBc((q)b)aC] 

[ra] = [(p)aBc((q)b)a], 
und fetzt man in der obigen Beweisführung überall b statt a 
und umgekehrt, und A statt B, fo erhält man 

r = [(p)bAc((q)a)bC] 

[rb] = [(p)bAc((q)a)b] , 
und dies find, da r = (pq) ist, die zu .erweifenden Glei* 
chungen. 

327. Wenn a, b, c, d, A, B, C die Bedeutung haben 
wie im vorigen Satze und p, q, a, b beliebige Zahlen lind, 
jedoch mit der Beschränkung, dass a + f> von Null verschieden 
fei, wenn forner 

•^^^ ^- a + b 
ist, und wie vorher (p), (q), (r) diejenigen Punkte der ge- 
raden Linie [cdJ^C find, welche den Gleichungen 

(b) [c(p)] : C = p , [c(q)] : C = q , [c(r)] : C = r 
genügen,. fo ist 

(r) = [(p)a((q)b)(aa - bb)C]. 
Beweis. Substituirt man in der Gleichung ap-fbqs 
(a + b)r statt p, q, r ihre Werthe aus b, fo erhält man 

(a + b)[c(r)] = a[c(p)] + b[c(q)] , 
oder, da alles in derfelben geraden Linie liegt, 

(a + b)((r) — c) = a((p) - c) + K(q) — c) [222], 
alfo 

* U + bXr) = a(p) + b(q), 
d. h. (r) ist der Schwerpunkt zwischen den vielfachen Punkten 
a(p) und b(q). Zieht man nun von (q) die Parallele mit b^ 
und von {p) die Parallele mit a, welche fich in e schneiden^ 
und ebenfo von d und c die Parallelen mit b und a^ welche 
fich in f schneiden, fo find die Dreiecke dfc und (q)e(p) 
parallel, und alfo ähnlich, und es ist dann d—f = b und 
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f— c = a. Wenn alfo (q) — e = m(d — f) ist, wo m eine 
Zahl bedeutet, fo ist e — (p) = m(f— c), d. h. es ist dann 
(q) — e:^mb, e— (p)s=ma. Ferner, wenn man zu der 
obigen Gleichung (^) auf beiden Seiten — (a + i)e hinzttfOgt, 
fo erhftit man 
(a + bX(r) — e) = a((p)— e) + K(q) - e) = - maa + mbb 

= — m(aa — bb). 
Multiplicirt man beide Seiten planimelrisch mit e, fo er- 
hält man (nach 67) 

(a + b)[e(r)] = - m[e(aa — bb)] , alfo 

[e(r)] = [e(aa - bb)] [2], 

d, h. (r) liegt in .der geraden Linie [e(aa — bb)] , aber (nach 
der Annahme) auch in der geraden Linie C, alfo im Durch- 
schnitt beider Linien, d. h. 

(r) = [e(aa— bb)C]. 
Nun ist aber nach der angegebenen Konstruktion e der 
Durchschnitt der geraden Linie [(p)a] und [(q)b], alfo e^ 

[(P)a-(q)^]> folglich 

(r) = [(p)a((q)b)(aa -bb)C]. 

Anm. Wenn auf die angegebene Weife die Zahlen durck Punkte 
der geraden Linie cd dargestellt find, fo lässt fich nach den beiden 
vorigen Sätzen fowohl die Summe als auch das Produkt zweier Zahlen, 
alfo auch jede beliebige ganze Funktion von Zahlen durch ein pla- 
mmetrischcs Produkt darstellen, welches aus den Punkten a, b, c, 
d und aus den die gegebenen Zahlen darstellenden Paukten zufamxnen- 
gefetzt ist. Hiermit wäre schon der Satz bewiefen , dass jede algebrai- 
sche Kurve in der Ebene fich durch ein gleich Null gefetztes plani- 
metrisches Produkt darstellen lässt. Doch foll im Folgenden noch 
gezeigt werden , wie man unmittelbar aus der gegebenen algebraischen 
Gleichung der Kurve jenes planimetrische Produkt herleiten kann. 

328. Wenn a und b Strecken find, c ein einfacher 
Punkt und d = a + b -f c, A = [da], B = [db], C= [de], 
x = Xxa + X2b -f c ist, fo ist die Gleichungf 

f (Xi, xa) = ax»x!; + bxPxJ + cx'.x; + • . . + fxTx7=0, 
in welcher die Summe der KoefBcienten von null verschieden 
ist, für alle endlich entfernten Punkte x, gleichbedeutend der 
Gleichung 

[Pc] = 0, 
wo, wenn die Glieder von f(Xi, Xj) fo geordnet Tind, dass 



die Summen a + J^? a + B + tj-«* aHe von Null verschie- 
den nnd, 

(a) P ^ [LLiaiCaLsaaCaLaasCa Lkak] 

(b) ai=aa— bb, 82=(a+6)tt— cb^ «k=(a+i-h-- +0a— fb 

(c) L = [xbÄ'^Cagif-i] 

(d) Li = [xa3l?CbSll«-il, L, = [xaJR'.Cbgi-^ ," 

Lk = [xaÄlCbÄ'^-i] 
ist, und 91 die Reihe der fortschreitenden Faktoren A, c, xa, 
b und Sti die Reihe der fortschreitenden Faktoren B, c, xb, a 
bezeichnet, fo dass alfo für jede Linie X, 

(e) [Xfft] = [XAc(xa)b] , [XSRJ = [XBc(xb)a] Ist. 
Beweis. Bezeichnen wir, wenn p eine beliebige Zaiil 

ist, mit {p) denjenigen Punkt der Linie cd, für welchen 

* [c(p)] : [cd] = p 
ist, fo erhalten wir (nach 323) 

** [(xi)b] = [xb], [(x,)a]=[xa], 
und (nach 324), wenn p eine beliebige Zahl ist, 

[(pxOb] = [(p)bAc((x2)a)b] = [(p)bAc(xa)b] [**] 
= [(p)b9l] [e]. 

Tritt zu pxj noch ein Faktor X2 hinzu, fo tritt zu Cp}b8t 
noch einmal die Faktorreihe 91 hinzu u. H w., aifo ist 

*** [(px;)-b] = [(p)bSR"]; 

und ebenfo erhält man, indem man Xj und b mit Xx und a, 
«Ifo 9t mit 9ti yertauscht, 

**** [(pxOal = [(p)a9l?]. 
Alfo wenn p = Xi ist, alfo [(p)b] s [(xi)b] s [xb] (nach*), 

fo wird 

[(xix;)-b] = [xb3n. 

Indem wir diefen Ausdruck mit C multipliciren , erhalten 

wir den Funkt (x^x;), d. h. 

[(xix;)] = [xbgi-c]. 

Führt man daher XjXj statt p in die Formel *** ein, in- 
dem man zugleich m — 1 statt n fetzt, fo erhält man 

[(x^x;) . a] = [xbSl'^CaSl?-!] = L [c]. 

Ebenfo findet man 

[(x?x^,).a] = [xh5«<iCa9lP-i] , 
oder, indem man a mit b, alfo auch Xi mit x,, p mit q, 91 

mit 9li umwechfelt, 

13* 



[(x?xO-b] s [xagiPCb!»«-»] s L^, 
und ebenfo 

[(xIx7).b] = Lk. 
Um nun den Ausdruck für (axf x^ -f bx^x^) : (a + V) zu 
finden , hat man nur in 325 x^x; und x^x^ statt p und q und 
airo L und L^ statt (p)a und (q}b zu fetzen , und erhalt 
((ax»x; + bxPx^) : (a + 6)) = [LLi(aa - ihyc] 

= [LMiC] [b]. 

Um ferner den Ausdruck für (oxfx» + fex^xj + cx^x«) 
: (a + ^ + c) zu finden , hat man nur in 825 den Ausdrack 
(aiXfx; + bx]fxj) : (a + b) statt p, und x^x^ statt q, und alfo 
L2 statt {q)b und zugleich a + h statt a» und c statt h zu 
Tetzen, und erhält 

((axfx; + bxPxJ + cx'.x») : (a + b + c))= [Li;.iaiCaL,a,C], 
da (a + b)a — cb = a2 gefetzt war u. f. f.; endlich 

((ox^^x; + bxPxj 4- cx'.x", + • • • + fxjx7) : (a+b+c+ • • • +f) 

^ [LLiaiGaL2a2C LkatC] 

^ [PC] [a]. 

Alfo 
(f{xi, X2) : (a + b + c + . -f)) = [PC]. 
Ist nun f(xi, X2)=0, fo hat man (0)^[PC]. Aber 
(nach *) ist [c(0)] : [cd] = 0, alfo der Dividend [c(0)] gleich 
Null , d. h. der Punkt (0) fällt mit c zufammen , fomit erhalten 
wir dann c ^ [PC] , d. h. c ist der Durchschniltspunkt der ge- 
raden Linie P und C ; er liegt alfo auch in P, d. h. (nach 293) 
[Pc] == 0. 
Umgekehrt, wenn diefe letzte Gleichung erfüllt wird, fo 
Hegt c in P, aber (nach HypotheHs) auch in C , aKo ist c ^ 

[PC] , d. h. der zu der Zahl f(xi, X2) : (a + b H ) gehörige 

Punkt liegt in c, d. h. jene Zahl ist null, alfo ihr Zähler 

f(Xi, X2) = 0. 

329. Wenn alle übrigen Yorausfetzungen des vorigen 
Satzes bestehen bleiben, aber jetzt angenommen wird, dass 
die Summe der Koefficienten (a + b+"*+0 »^W fei, fo 
ist die Gleichung 

f(Xi, X2) = 0, 



gleichbedeutend der Gleichung 

[LLiBiCaL2a2Ca- • • • »Lk— iSk— iLkC] = 0, 

wo die einzelnen Buchstaben diefelbe Bedeutung haben, wie 
im vorigen Satze, und die Glieder in {(xu x^) auch hier fo 
geordnet flnd, dass die Summen a + lfr, a + ^ + c,-*- alle, 
mit Ausnahme der letzten (a + (> + c + • • • + 0? ^on Null 
verschieden find. 

Beweis. Man kann durch Divilion mit dem EoefBcienten 
des letzten Gliedes die Gleichung {(xu Xa) = auf die Form 
bringen, dass der Koefficient (f) des letzten Gliedes i wird; 
dann ist die Summe der ttbrigen Koefficienten — 1. Es fei 
da9 letzte Glied — h und die Summe der übrigen fei g, fo 
ist die Gleichung f][xi, X2)==0 gleichbedeutend der Gleichung 
g — h = 0, oder 

Dann ist nach der Entwickelung des vorigen Satzes 
(g)^ [LLiaiCaL2a2Ca* • • -Lk-iBk-iC] 
(h) = [LkC]. 
Da nun g = h ist, fo find auch die Punkte (g) und (h) 
kongruent, alfo 

[LLxa|CaL2a2Ca* • • «Lk— lik^iC] ^ [LkC]. 
Diefe Kongruenz fagt aus , dass der durch die linke Seite 
dargestellte Punkt in dem Durchschnitte der Linien Lk und 
C liege, alfo namentlich auch in Lk liege, d. h. (nach 293) 

[LL|aiCaL2a2Ca* • «Lk-iak-iCLk] = 
fei. Hier kann man (nach 315) auch die beiden letzten Fak- 
toren vertauschen , wodurch die zu erweifende Gleichung her- 
vorgeht; umgekehrt folgt aus diefer letzten Gleichung wieder 

g=:h, alfo f(Xi, X2) = 0. 

A n m. £& ist leicht zu erfehcn , dass man in den Yorhergehenden 
Sätzen, statt a und b als Strecken und c als einfachen Punkt anzu- 
nehmen^ auch allgemeiner a, b und c als drei beliebige, nicht in 
Einer geraden Linie liegende Punkte hätte annehmen kOnnen, wo- 
bei dann die Bedingung, dass x ein endlich entfernter Punkt fein 
follte, erfetzt wird durch die andere, dass x nicht in der geraden 
Linie ab liege. Der Grjind fttr die Zulässigkeit diefer Verallgemeine- 
rung liegt darin , dass (nach 110) die Gefetze der auf ein Hauptgebiet 
bezOglichen Multiplikation alle unverändert bestehen bleiben, wenn 
man statt der ursprünglichen Einheiten a, b, c drei andere aus ihnen 
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nameriseh ableitbare wfthlt, wobei die dort avfgiefllbrte Bedingong, 
dass das kombinatori6che Produkt jener fowohl als diefer EiDheitea 
1 fei , liier, wo es nur auf die Kongruenz ankommt , wegfällt. Betrachtet 
man die Formen der Gleichungen in 328, fo zeigt fich leicht, dass 
die plani metrische Gleichung [Pc] = in Bezug auf x vom fo viclten 
Grade ist, als die Summe aller Exponenten in der algebraiBehen 
Gleichang f = beträgt; denn die Faktorenreihen dt enthielten dem 
Punkt X nur je einmal, und die Grössen L waren daher mit den Glie- 
dern der Funktion f nach der Reihe von gleichem Grade. Das Pro- 
dukt [Pc] , welches jede diefer Grössen L einmal als Faktor enthält, 
und ausserdem nur konstante Faktoren, ist daher in Bezug aai x 
vom fo vielten Grade, als die Summe der Gradzahlen aller Glieder 
von f beträgt, alfo, fobald f mehr als ein variables Gfied enthült, 
von höherem Grade als £ £s fei n der Grad der Funktion f, und 
n 4-p der Grad des Produktes [Pc]. Da nun die Gleichungen [Pc] =0 
und f=0 (nach 328) für alle Punkte x, die nicht In der (unendlich 
entfernten) Geraden ab liegen, ganz gleichbedeutend find, fo kann 
die Differenz des Grades nur darin liegen , dass die Gleichung [Pc] = 
noch p Linien darstellt, welche in ah fallen. Um dielh Veihältniase 
genauer zu überschauen, führe ich statt x den Punkt y ein, und 
fetze y=;ua-f-vb-|- WC, wo u, v, w Zahlen find, und fetze die ur- 

u V 

aprttngUchen Koordinaten von x beziehlich gleich — und — . Dann 

wird y = xw, alfo y^x, falls nicht w null ist. Diefer Fall, wo w 

= ist, ist- aber derfelbe, wo y=:=ua«|-vb, d. h. y ein Pankt der 

Linie ab ist, alfo derfelbe, welcher in 328 ausgeschloseen war. In 

allen dort zugelassenen Fällen wird alfo das Produkt, welches aus 

[Pc] hervorgeht, indem man hierin y statt x fetzt, und welches ich 

mit Q bezeichnen will, mit [Pc] kongruent (nach 313). Multiplicirt 

man die Funktion n-ten Grades f mit w», fo geht aus f, da die darin 

n V 

enthaltenen Yariabeln — und — waren, eine homogene Funktion 

w w 

n-ten Grades hervor, welche ich mit F bezeichnen will, und welche 
für diefelben Fälle null wird, für welche f null wurde. Alfo ist far 
den Fall, dass y nicht in ab liegt, d. h. w nicht null ist, die Glei- 
chung Q = gleichbedeutend mit der Gleichung F = 0. Da aber die 
crstere vom n + p-ten , die letztere vom n-ten Grade ist , fo muss die 
Gleichung Q = in allen Fällen der Gleichung wP F = gleichbedeu- 
tend fein, alfo 

Q ^ wpF ^ [aby]P F , 
letzteres, weil aus y = na -f- vb -f- wc folgt w ^ [ftby]. Es muss alfo 
Q durch [aby]P theilbar fein. Es käme dbher darauf an , das 
plani metrische Produkt Q in ein kongruentes Produkt zu ver- 
wandeln, welches von diefen Faktoren [aby] befreit fei. Allein 
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da dielb Redaktion , wenn fie überhaupt ansführbar ist, in der 
Regel auf grosse Schwierigkeiten stösst, fo ist es zweckmässig, 
zuerst die algebraische Gleichung durch Veränderung des Koordinaten« 
fystemes To umzugestalten, dass fie möglichst wenig variable Glieder 
enthält, ehe man zur Ableitung der planimetrischen Formel schreitet. 
So s. B. lässt rieh die Gleiehung dritten Grades auf die Form pqr 
assms* bringen, wo p, q^ r, s lineare Funktionen der Koordinaten 
find, und m eine konstante Zahl bezeichnet. Verlegt man dann durch 
Projektion die gerade Linie , deren Gleichung s = ist , ins Unendliche, 
fo wird die Gleichung 

pqr=:m, 
ivelche nach den obigen Kegeln umgewandelt, eine geometrische Glei- 
chung dritten Grades liefert von der Form 

[xaBc(xb)aCdEfx] =0, 
und welche bei jeder Projektion bestehen bleibt, alfo auch, wenn man 
der ins Unendliche verlegten Linie durch Projektion wieder die ur- 
aprftngliche Lage giebt. £s hat keine Schwierigkeit, die hier entwickel- 
ten Frincipien auch auf die Oberflächen im Räume zu übertragen; 
doch muss ich, um hier nicht zu weitläuftig zu werden, auf meine 
Abhandlungen in Crelle's Journal, namentlich auf Band 49, pag. % 
u. f. verweifen. 

§. 7. Innere Unltiplikation in der Geometrie. 

330. Erklärung. Für die innere Multiplikation nehme 
ich als ursprüngliche Einheiten im Räume stets drei zu ein- 
ander fenkrechte und gleich lange Strecken (ej, ea, es)^ in 
der Ebene deren zwei (ex und Oa) an, und zwar nehme ich 
die Längen diefer Strecken als Einheit der Längen an, und 
[610303] und in der Ebene [0102] als Einheit der Körper- oder 
Flächenräume. 

Anm. Hierdurch find alfo alle von dem Begriffe der inneren 
Multiplikation abhängigen Erklärungen und Sätze (No. 137-215) auch 
auf die Geometrie übertragen. 

881. Für die Ebene l^llt der Begriff der Länge mit 
dem des numerischen Werthes, der Begriff des Senkrechten 
mit dem des Normalen , und der Begriff der Drohung um den 
Winkel a mit dem der circulären Aonderung um den Winkel 
a zufammen, wobei der Winkel als potitiv anzunehmen ist, 
wenn fein zweiter Schenkel vom ersten aus nach derrelbea 
Seite liegt, wie die zweite Einheit (O)) von der ersten (ej) 
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Beweis 1. Alle im Satze genannten analytischen Begriffe 
(normal, numerischer Werth, circulfire Aenderung) find (in 
151 — 154) an den Begriff des inneren Produktes, und diefer 
wiederum (nach 137) an den der Ergänzung (89 und 90). 
Die Ergänzung von a war mit |a bezeichnet. Ich zeige daher 
zuerst, dass wenn a^x^ei -f X2e2 eine beliebige Strecke der 
Ebene ist, dann |a gegen a fenkrecht und mit a gleich lang 
ist, und von a aus nach derfelben Seite liegt, wie e^ von e^. 
Es fei Ab mit x^Ci gleich lang und gleichgerichtet, BC mit 
x^Ca, AD mit Xifci, und DE mit X2|e2. Nach 89 ist |ei= e^, 
und |e2== — Ol, alfo AD = Xie2, DE = — X2ei. Da nun 
(nach 330) e^ und 02 gleich lang find, To ist auch X]l02 ™i^ 
x^Ci gleich lang, d. h. AD mit AB, und ebenfo — X2ei mit 
X2e2 gleich lang, d. h. DE mit BC. Da ferner (nach 330) 
e2 zu 61 fenkrecht ist, fo ist auch X2e2 zu x^Oi fenkrecht und 
x^ei zu Xie2, d. h. BC zu AB und DE zu AD, folglich find 
die Dreiecke ABC und ADE kongruent (durch 2 Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel), alfo AC gleich lang mit AE. 
Ferner liegt aber auch e2 von ei aus nach derfelben Seite, 
wie — Ol von e2 aus, alfo auch BC von AB aus nach derfelben 
Seite, wie DE von AD aus, d. h. die Winkel BAC und DAE 
find auch dem Zeichen nach gleich. Nun ist '^CÄE = ^CAD 
+ DAE = ^CAD -f BAC (wie oben gezeigt) == ^BAD, d. h. 
AE steht fenkrecht auf AC, und zwar nach derfelben Seite 
hin, wie AD von AB aus, alfo auch wie 02 von e^ aus. Es 
ist aber (nach 220) AC mit Xiei-^X2Q2f d. h. mit a gleich 
lang und gleichgerichtet, und AE mit x^le^ + X2|e2, d. h. mit 
|a (nach 101). Alfo ist |a mit a gleich lang, und steht auf 
a fenkrecht nach derfelben Seite hin wie 02 auf Ci. 

2. Numerischer Werth von a ist (nach 131) die pofitiYe 
Ouadratwurzel aus [a|a], wobei (nach 89) das Produkt [eie^] 
als Einheit gefetzt ist. Nun ist [a|a] (nach 254) einem Patal- 
lelogramme gleich (auch dem Zeichen nach), dessen erste 
Seite mit a ^ und dessen zweite mit |a gleich lang und gleich* 
gerichtet ist; dies Parallelogramm ist (nach Beweis i) ein 
Quadrat, welches dem (nach 330) als Einheit angenommenen 
Quadrate [eie2] gleichbezeichnet ist, ist nun die Länge von 
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a (ei als Längeneinheit genommen) gleich a, fo ist der Inhalt 
des Quadrates über a gleich a^, und die pofitlve Quadratwurzel 

daraus a, d. h. FC^I^l ^=<^9 ^*^' der numeriche Werth gleich 
der Länge. 

3. Nach 152 heissen zwei Strecken a und b normal zu 
einander, wenn [a|b]=:0 ist, d. h. (nach 254) wenn a mit 
|b parallel ist; nun ist (nacli Beweis 1) ^b fenkrecht auf b, 
alfo auch das mit |b parallele a fenkrecht auf b; ebenfo folgt 
umgekehrt, dass wenn a auf b fenkrecht ist, a mit {b parallel 
ist, alfo [ajb] gleich null, alfo a zu b normal ist. Der Begriff 
des Senkrechten fällt alfo (in der Ebene) mit dem des Nor- 
malen zufammen. 

4. Wenn a und b einander numerisch gleich und zu ein- 
ander normal lind, und fich a in a' = acos.a + hfin.a, und 
b in b' = bcos.a— afln.a verwandelt hat*, fo hiess das (nach 
154), der Verein der Strecken a und b habe fich von a nach 
b bin circulär um den Winkel a geändert. Es fei AF mit a 
und AG mit b gleich lang und gleichgerichtet, alfo, da a und 
b einander numerisch gleich und zu einander normal find, fo 
ist (nach Beweis 1) AG mit AF gleich lang und auf AF fenk- 
recht; man trage an AF und an AG nach derfelben Seite hin 
den Winkel a an, und mache die zweiten Schenkel AG und 
AE gleich lang mit AF; fölle von G das Loth CB auf AF 
und von E das Loth ED auf AG, fo ist AB mit acos.a, BC 
mit bfin.a, AD mit bcos.a, DE mit — afin.a gleich lang 
und gleichgerichtet, alfo (nach 220) AG mit acos.a -f- bfin.a, 
d. h. mit a', und AE mit bcos.a — afin.a, d. h. mit b' gleich 
lang und gleichgerichtet; a' und b' gehen aber nach der Kon- 
struktion aus a und b durch Drehung um den Winkel a her- 
vor; folglich fällt der Begriff der Drehung um den Winkel a 
mit dem der circulären Aenderung um diefen Winkel zu- 
fammen. 

An in. Diefelbe Schlassrcibe ist alfo für jede Ebene anwendbar, 
in welcher zwei Strecken a und b enthalten find, für welche diefelben 
Vorausfetzungen gemacht find, wie f ür ej und e^, 

333. Das Normalfystem im Räume ist identisch mit dem 
Verein von drei gegeneinander fenkrechten und gleich langen 
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Strecken, und zwar ist die Lftnge dieror Stredten gleich dem 
numerischen Werthe des Normairystems. 

Beweis 1. Das System der ursprünglichen Einheiten 
ei, 629 Cs bildet (nach 162) ein einfaches Normalfystem, und 
et, Cj, Cs find (nach 330) auf einander Tenkrecht und von 
der Lftnge der Einheit. Jedes andere einfache Mormalfystem 
von drei Strecken Iftsst fich (nath 161) aus jenem Noramiry- 
stem durch circulftre Aenderung ableiten. Hat man nun ein 
einfaches Normalfystem a> b, c, in welchem a, b, c aufein- 
ander fenkrecht und von der Länge eins find, fo besteht die 
circulftre Aenderung darin, dass irgend zwei derfelben^z. B. 
a und b fich um einen in der Ebene ab liegenden Winkel a 
ftndern; nun haben wir in 331 (vergL Anm.) gezeigt, dass 
die dadurch hervorgehenden Strecken a' und b' wieder auf 
einander fenkrecht stehen , und die Lftnge 1 haben ; aber aucli 
c steht auf ihnen fenkrecht, denn da nach der Annahme c 
auf a und b fenkrecht steht, fo steht c auch auf allen Linien 
der Ebene ab, alfo auch auf a' und b' fenkrecht; d. h. ans 
einem Normalfystem, dessen drei Strecken auf einander fenk- 
recht stehen, und von der Lftnge der Einheit find, geht durcii 
einfache circulftre Aenderung wieder ein Normalfystem von 
derfelben Art hervor, alfo auch durch wiederholte circoUre 
Aenderung. Alfo geht namentlich aus dem Normalfystem % 
0), 03 durch beliebig circulftre Aenderung stets ein Verein 
von drei Strecken hervor, welche auf einander fenkrecht, and 
von der Lftnge der Einheit find, d. h. jedes einfache Normal- 
fystem besteht aus folchen drei Strecken. 

2. Umgekehrt ist zu zeigen, dass wenn a, b, c irgend 
drei zu einander fenkrechte Strecken von der Lftnge 1 find, 
fie ein Normalfystem bilden. Nach 160 kann man stets ein 
einfaches Normalfystem von drei Strecken finden, dessen eine 
die Richtung von c hat, dann muss (nach Beweis 1) die Lfinge 
1 fein, und alfo die Strecke, welche die Richtung von c hat» 
auch mit c gleich lang, alfo überhaupt gleich fein, die beiden 
andern mögen a' und b' fein, fo ist (nach Beweis 1) c fenk- 
recht auf a' und b', aber auch (nach Annahme) auf a und b, 
alfo liegen a', b', a, b in Einer Ebene. Alfo kann man wiederum 



(nach 160) ein einfoches NormairystQm aus zwei Strecken 
diefer Ebene flnden , von denen die eine Strecke gleich b ist, 
die andere fei a'', fo ist a'', da es in der Ebene ab liegt, 
fenkreckt auf c, ^er (nach Beweis J) auch funkrecht auf b 
und von der Länge 1 , alfo ist a'^ fenkrecht auf der Ebene bc, 
aber auch a fenkrecht darauf und von der Länge 1, alfo ist 
a" entweder = a, oder = — a, da nun a", b, c eiii einfaches 
Normairystem bilden, fo bilden in beiden Fällen auch a, b, c 
ein folches. 

3. Hat man nun ein beliebiges Normairystera a, b, c von 

fl b c 
dem mmeriscben Werth n, b bilden — . — , — ein einfa- 

» n n 

ches Normalfystem, find alfo (nach Beweis 1) zu einander 

fenkrecht und von der Länge i, aKo find a, b, c auch zu 

einander fenkrecht und von der Länge n; und ebenfo folgt 

umgekehrt, dass wenn a, b, c zu einander fenkrecht und 

a b c 
von d^ Länge n find, dann — , ^— , •— ein einfaches Nor- 

® ' n n ' n 

malfystem, und a, b, c ein Normairystem von der Länge 

n bilden. 

333. Auch für den Raum fällt der Begriff der Länge 
mit dem des numerischen Werthes, und der des Senkrechten 
mit dem des Normalen zufammen. 

Beweis in 332. 

334. Der numerische Werth eines Produktes P zweier 
Sirecken p and q ist gleich dem Flächeninhalte des Parallelo- 
gramips, in welchem zwei aneinanderstossende Seiten jenen 
Strecken parallel Und, vorausgefetzt, dass diefer Inhalt pofitiv, 
und das Quadrat der Längeneinheit als Flacheneinheit ange- 
nommen wfard. 

Beweis. Es fei ein einfhches Normalfystem dreier 
Sirecken a, b, c angenommen, von der Art, dass a und b 
derfelben Ebene parallel fmd, welcher p und q parallel fmd, 
und dass [abc] ac -{- 1 ist, fo find (nach 230) p und q aus a 
und b numerisch ableitbar, alfo auch (nach 36) P = [pq] aus 
j[ab]^ und fei P=:a[ab]. Nun ist der numerische Werth von 

P (nach 151) = F[P|P] = aFi^bj^ ; aber (naeli 137) i9i |[abl 

14 
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•= c, alfo 7l?|P] = «[öbc] = a. Da aber P = a[ab] ist, und 
[ab] Quadrat der Lfingeneinheit, alfo als PlScÜencinheit zu fetzen 
ist, fo ist der Inhalt von P, d. h. der Inhalt des Parallelo- 
gramnos, dessen erste Seite p, und dessen zweite q ist, gleich 
a, d. h. gleich dem numerischen Werthe von P. 

335. Die Ergänzung einer Strecke ist diejenige Flftche, 
deren Ebene auf jener Strecke fenkrecht, deren numerischer 
Werth gleich dem jener Strecke, und deren pofitiver Sinn fo 
bestimmt ist, dass das äussere Produkt der Strecke und Fläche 
pofitiv ist. 

Beweis. Es fei aa die Strecke, und fei der Homerische 
Werth von a gleich 1, alfo der von aa gleich a, und fei ein 
Normalfystem a, b, c angenommen, und zwar von der Art, 
dass [abc]= + 1 ist, fo ist (nach 167) [a = [bc], alfo (nach 
90) |aa = a[bc], aber a[bc] ist eine Fläche von der im Satze 
angegebenen Beschaffenheit. 

336« Wenn A die Ergänzwig von einer Strecke a ist, 
fo ist auch a die Ergänzung von A, oder 
||a = a. 

Beweis. Nach 92 ist ||A = (— 1)p^A, wo p die Stufen- 
zahl von A, und q die der Ergänzung ist. In unferm Falle 
find diefe Stufenzahlen 1 und 2, alfo 

||a = (~l)> = a. 
Anm. Der Satz gilt nicht in entsprechender Weife für die Pia- 
Dimetiie , wo nicht mehr als zwei za einander fenkrechte Strecken an- 
genommen werden können. Vielmehr ißt in der Planimetrie ||a=3 — a. 

337. Wenn a und b Strecken find, fo ist ^ab gleich 
dem Winkel, dessen Schenkel mit a und b gleichgerichtet 
find, und wenn A und B Flächen (Streckenprodukte) find, 
fo ist "^AB gleich dem Neigungs- Winkel, den zwei mit jenen 
Flächen parallele und gleichbozeichnete Ebenen mit einander 
bilden, vorausgefetzt, dass die Winkel stets pofltiv (zwischen 
und n liegend) angenommen werden. 

Anm. Wenn man im zweiten Falle A und B.in Form yon Recht- 
ecken darstellt) deren erste Seite diefelbe ist, fo ist der Winkel, den 
die zweiten Seiten diefer Rechtecke einschliessen , der Neignngswin- 
kel, den die mit A und B parallelen tlnd gleichbezeichneten Ebenen 
mit einander bilden. . 



Beweis 1. Der Winkel tst von den numerischen Wer- 
Ihen der den Winkel bildenden Grössen unabhängig, wir kön- 
nen daher die numerischen Werthe von a, b, A, B gleich 1 
feizen, in dierem Falle ist (nach 195) 

COS. ^ab = [a|b] , cos. ^ AB = [A|B]. 
Ferner geht dann, wenn der Winkel von a nach b hin gleich 
a ist (nach 154, 331) b aus a durch circuläre Aenderung um 
den Winkel a hervor, d. h. es ist, wenn a' in der Ebene ab 
gegen a Tenkrecht ist, und nach der Seite von b hin liegt, 

bs=acos.a -|- a'fin.a, 
alfo 

[a|b]=[a|(a cos. a -f a' fin. a)]=[a|a] cos. a+CalaO lln. a, 
aber da a' gegen a normal ist, To ist [a|a'] = 0, und da der 
numerische Werth von a gleich Eins ist, fo wird der zuletzt 
gefundene Ausdruck 

=z cos.a« 
Alfo cos ^ab = cos,a. Nun liegt (nach 195) ^ab zwi^cbon 
und TT, aber nach Vorausfetzung auch a, alfo ^ab = a. 

9« Es' feien A und'B beziehlicb die Ergänzungen von 
a und b, airoAsssja, und B = |b, fo find (naoh 335) a 
und b besieiblicb auf A und B fenkrecht und nach derfelben 
Seite hin liegend, alfo ist der Neigungswinkel a zwischen A 
und B gleich dem Winkel zwischen a und b, d. b. (nach Be- 
weis 1) cos.a^scos.^ab = [ajb] = |[a|b] (nach 89), da [a|b] 
(nach 141) eine Zahl ist; aber |[a|b] = [ja||b] (nach 99), und 
dies wieder (nach der Annahme) =[A|B] =2cos.^AB; alfo 
cos. e SS cos. ^ AB. 

An m. Der BegrUT des Normale^ läset Ach swar auf Grössen jeder 
Art, alTo auch aaf Punkte anwenden. Namentlich mnss man, um alle 
Grössen im Räume ableiten zu können, ausser den drei zu einander 
fenkrecbten Strecken von der Länge 1, die wir als ursprüngliche Ein- 
heiten fetzten, noch einen yierten endlich entfernten Punkt als vierte 
Einheit annehmen. So würde man zu Tier ursprünglichen Einheiten 
a, b, c, d gelangen, von denen etwa die drei letzten drei zu ein- 
ander fenkrechte Strecken yon der Länge 1 find, und die erste ein 
einfacher Punkt ist. Auf diefen Verein würde man den Begriff des 
Normalen anwenden können. Nimmt man statt dessen einen andern 
Verein a', b, c, d, worin a' einen von a verschiedenen' einfachen 
fnakt. beseieknBt, .ak das System der nssprüiigllehen Einhi^ten an. 
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fb leuchtet eltt, dass % und Cl'' diefelbe Sr^ttncnng [bed] haben, da 
(nach 268) [abcd] =:= [a'bed] ist, und eb^nfo, dass {a'b] und [ab] die- 
lelbe Ergänzung c, und [a'bc] und [abc} diefelbe Erg&nsung d haben, 
iind überhaupt , dass die Ergänzung von Punkten , Linientheilen, Flä- 
chentbeilen unabhängig ist von der Lage des als ursprCLngliche Einheit 
angenommenen Punktes. Hingegen ist dies nicht mehr der Fall bei 
der Ergänzung von Strecken oder Streckenprodukten. So z. B. wftrdc 
die Ergänzung von [bed] bei der ersten Annahme gleich — a, bei der 
zweiten gleich — ä' fein. Und Xo ^ürde alfo der Begriff der Ergän- 
zung von Strecken und Streckenprodukten keinen von der Lage der 
ursprünglichen Einheiten unabhängigen Sinh mehr haben. Da bei der 
normalen Zurückleitung (164) auf Punkte, Linien und Ebenen nur 
die erste Art der Ergänzung hervortritt , fo ki^nnen wir diefe Zurück- 
Icitung unmittelbar auf die Geometrie übertragen« Sie liefert hier, 
wie oben (164) angedeutet wurde, die fenkrechte Projektion , was ich 
hier jedoch nicht weiter darlegen will. Ueberhaupt werde ich den 
Begriff der ErgSnzung tur in dem im Texte gegebenen Sinne anwenden. 

338. Die Formel 

(a + b)' =a' -f 2[a|b]+ b»=a^+ 2a/Jcos. ^ab +ß\ 
Wo et und ß die Likngen von a nnd b find, stellt die Ernrei- 
terung des pythagoreischen Satzes dar, nftmlich: das Quadrat 
der Grundreite eines Dreiecks ist gleich der Summe der Qua- 
drate der Schenkelfelten und des doppelten Produktes der 
Schenkelreiten in den cos. des Avssenwinkete an der Spitse. 

339. Die Formel 
(a + b + c)» 

=a* + b» + c» + 2tb|c] + 2[cla] + 2[a;b] 
— a^ + ß^ + Y^ + 2/Jy cos. -^ibc 

+ 2yacos.^ca + 2aßcos,^9b, 
wo a, /}, )^ die Längen der Strecken a, b, c Hn^, steHt die 
Erweiterung jenes Satzes fttr den Raum dar. 

340. Die Formel 

(A + B + cy 

=A^ +B^ + C* + 2[B|C] + 2[C|A] + 2[A|B] 
=:a^ + ß^ + r^ + 2/»ycos. ^BC 

+ 2yacos.^CA + 2a^cos,^AB, 
wo a, ßf Y ^^^ Flächeninhalte der Flächenräume A, B, C 
und ^BC u. r. w. die Neigungswinkel ihrer Ebenen find, 
stellt den Satz dar: 

Das Quadrat der 4jlrundfläehe eines Tetraeders ist gleich 



der Stiinme der Qttadrate der Seilenflächen, vermindert «m 
die doppelten Produkte je zweier dierer Seitenflächen in den 
colinus des von ihnen eingeschlossenen Neigungswinkels. 

Beweis. Sind a, b, c die von der Spitze nach den 
Ecken der Grundfeite führenden Kanten ihrer Länge und Rich^ 
tung nach, fo find a — b, b — c, c — ■ a die Kanten der Grund- 

fladie. Die Grundfläche ist alfo (»ach 254) = K^ii^Xb— c)]^ 

wftbrend die SeiteoflächeD = ^, ^, ^ find. Bezeick- 
nen wir &tb letzteren beziehlich mit A, B, C, und die Grnndflftehe 
[(a — b)(b *• c)] ^.j jj^ ^^j bedenken, dass [(a — bXb - c)] 

= [ab] — [ac] ~ [bb] + [bc] = [ab] + [ca] 4-.[b^] ist, Ca hah- 
ben wir 

D«»A+-B + C, 

alfo 

IH«s(A + B + C)* 

=« A* + B* + G' + a[B|C] + 2[C|A] + a[A|II] 
— a» + /»» 4- y» 4- 2ßrcoa. -^BC 

•f 2y«cos. -^CA + 2a/? COS. ^AB. 
Aber ^BG ist der Winkel zwischen den Bbeaen [ca] und 
[«b] , d, h. zwischen — [ac] und [ab]. Der Winkel zwischen 
[ac] und [ab] Ist aber der von den entsprechenden Seitenflä- 
chen dos Tetraeders eingeschlossene, und alfo der Winkel 
zwischen — [ac] und [ab], d. h. <1S€, dessen Kebenwinkel, 

nnd dasfelbe gilt für die Winkel ^iCA und ^AB. 

Anm. Mam fieht aus dkfer DarstellUBg,- wie fidi die Aoflöfang 
des Tetraeders Tennöge der Beziehang, dass eine Seitenfläche desfel- 
,ben Hch als geometrisclie Summe der übrigen darstellen lässt^ wai 
eine einfache WeiJfe aus unfrer Analyfe ergeben muss. Und da wie- 
demm das sphärische Dreieck oder die dreikantige Ecke fich auf 6iu 
Tetraeder saritl^hren l&set, in weUhem di«i Kantfen Radien 4tft 
Kugel find, fo zeigt fich, wie auch die sph&risekeTi^OAQinetiieiulh 
eng daran aoschlie^st. Jch be.merke hier noch, dass alle Formeln 
der sphärischen Trigonometrie Tymmctrischer werden, wenn man, wie 
schon oben geschehen ist, statt der Neigungswinkel der Flächen ihre 
AuBsenwinkel fetzt. Dies «eigt fich befonders daoiu , dass dann- di^ 
Winkel der Polarecke gleich dek^ fcit^n de» w^rttiiglichen Ecke 



werden, und umgokefart, und daher dsDQ alle Fpnneln der spliiri- 
ecben Trigonometrie unmittelbar ihre Geltung bebalten, wenn man 
Winkel und Seiten vertauscbt. Es ergiebt Heb unmittelbar, dass wenn 
a, b', c Strecken find, die den Kanten einer Ecke gleicbgericbtet find, 
dann die Ergänzungen jener Strecken, d. b. die Fläcbenräume |a, |b, 
|d dem Ebenen der Polarecke parallel find. Die weitere Entwickelang 
diefer Ideen muss ich jedoch, um nicht zu weit von dem Ziele abzu- 
schweifen, dem Lefer überlassen. 

3A1. Aufgabe. Die Vielfachenrumme der Quadrate 
der Abstände eines variablen Punktes x von mehreren festen 
Tunkten a, b,**** in einfachster Form auszudrücken, wenn 
flie Koefficienten a, /},• • »jener Yielfachesfumme gegeben find. 

A.uflöfung. ]Bs foU demnach eir^ Ausdruck 

S = a(x— ay +/9(x — b>* +.- 
in ^'nfachster.Form dargestellt werden« Da x, a, b,*** 
Punkte find, und für fie das innere Produkt keine einfache 
Bedeutung mehr hat, fo nehmen wir einen beliebigen einfa- 
chen Punkt s zu Hülfe, und fetzen 

X — a = x — s + s — a, x — b = x — a-f-» — h, 
u. f. w., wo X — s^ s — a, s — b,* • • Strecken find, fo wird 

S = ct(x — s + s — a)' + /»(»— s + s—b)^H . 

Da nun (x — s + s — a)' = (x — sy + 2[(x — sXQs - a)] 
'rjr (s — bY ist (nach 338), fo erbalten wir 

S = (a + /? +• • 0(x -s>« + 2[(x~s);{(<s - a) 

oder wenn wb^ 

fetzen - 

S ascr(x — sy + 2[(x — 8)|(^S — «Ml- ßh )] 

+ a(s — a)* + ß(8 — b)' H . 

T(un können wir zwei Ffille unterscheiden, je nachdem er null 
ist oder nicht. Nehmen wir zuerst letzteres an, fo können 
wir a fo wühlen, dass das zweite Glied null wird, was da- 
durch erreicht wird, dass wir 

crs == aa + /?b +• • •, d. h. s ^aa -f /?b +• • • 
fetzen, d, h. (nach 222) s im Schwerpunkt des PunktfystefflS 
a«) ßbf u. f. w. annehmen. Dann wird 

. Scs5#(x — s)* -f/t^* 
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wenA wir der Kurse wegen die ko&slatite 6rd6Se 

fetzen , d. h. : 

^Die Vielfachen[umnie S d^r Quadrate der Abstände eines 
variabeln Punktes x von mehreren konstanten Punkten a, b,-« «-. 
erreicht, wenn a, ßr^'** ^^^ Koefficienten jener Vieirachen- 
rHmme find, und die Summe er diefer Koefficienten peftliv ist, 
ihren kleinsten Werth, wenn x in den Schwerpunkt a des Punkt« 
Vereines oa , /7b • • - liegt. Wenn fich dagegen x aus diefem 
Schwerpunkt s um den Abstand q entfernt, To wächst jene 
Vielfachenfumme um das e^-fache von dem Quadrat diefer 
Strecke , und ist alfo für alte Punkte auf der Oberfiflcho einer 
Kugel, welche s zum Mittelpunkt hal, konstant. Wird <r ne^ 
gativ, fo bleibt alles dasfelbe, nur dass atatt des mtnimuma 
ein maximum eintritt.^ 

842. Fortfetzung. Wenn zweitens ot -f /* +• - • =0 
gefetzt wird , fo verwandelt fich die Formel * der vorigen 
Nummer in 

S = _2[(x^s)I(aa + iSb +...)] +a(s-.aP ' 
4-/9(8 ~b)» -f..... 

Hier ist (nach 222) die Summe aa -f /?b -f • • • • eine Strecke 
von bestimmter Länge und Richtung, welche wir mit r bezeich- 
nen wollen, fo ist 

S = - 2[(x — s)!r] + a(s — a)» ^ß(s—hy -f. . . 
Es fei nun angenommen, dass r nicht null ist, und feine 
Länge gleich q Fei. Um nun den Ausdruck noch weiter zu 
reduciren, nehmen wir einen Punkt s^ in der von s mit t 
parallel gezogenen geraden Linie an, und fcizen s' — ss=zr, 
we z eine Zahl ist , da s' — s nach der Konstruktion mit r 
parallel ist. i>anh wird 

[(x — s)|r] = [(x - s' + s' — s)|r] * - 

= [(x-sO|ri.+ [(s*-s);r3. 
Aber [(s'- s)|r] ist gleich [zr|r]^z[rlr], da z eine Zahl 
Ist, alfo ^szr'^sz^^, da Q der numerische Werth von r ist. 
Alfo wird [(x — s)|r] == [(x — sOM + zj^ und 

S = -^ 2[(x — sOIr] — 2zp V^. a(8 — a]' 
+ /J(«-by-+ 
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Da s' ein MiMgae Ptidit'in der garedeE Liai« sr ist, b 
ist z nocli unbesUmmt, es fei z fo bestimmt » das« 
__ a(s-a)»+/?(s— b)' + -.. 

ist, fo wird 

S = - 2[(x ^ 80k]. 
Fillt man niiii van x das Lolh xx' auf die gerade Linie sr 
oder a'r, fo ist x — x' normal 2u r^ d. h. [(x — xO|r]s=0, 
alfo 

[(X ^ sO|r] « [(X ^ X' + x'-sO|r] =[(x'-sO|rl, 
«Ifo S = — 2[(x' — sOjr] = ± 299* 

wenn jp die Länge von x^ — s' ist , und das untere oder obere 
Zeichen gewählt wird^ je nachdem x' -* s' mit r gleich oder 
entgegengefetzt gerichtet ist, d. h.: 

,,Die Yielfachenfumme S der Quadrate der Abstände eines 
variabeln Punktes x von mehreren festen Punkten a, b,- • wird, 
wenn a, /$|*-* die Koefficienten jener Yielfachenfumme, und 
die Summe diefer Koefficienten null ist, null für alle Punkte 
einer gewissen Ebene^ welche auf der Strecke r = oa -f i^'' 
4- • • * fenkrecht steht. Wenn fich der Punkt x dagegen um 
den Abstaiid y> von diefer Ebene entfernt, fo wird jene Summe 
= — 2jp( oder + 2jp^, je nachdem er fich in der Richtung 
der Strecke r oder in der ihr entgegengefetzten von jener 
Ebene entfernt hat, wobei q die Länge von r ausdrückt.' 

3 A3. Schluss. Ist endlich' auch r null, fo wird 

S = a(s — aP +ß(s^by -{ , 

d. h. konstant, d. h. 

„Die Yielfachenfumme S der Quadrate der Abstände eines 
variabeln Punktes x von mehreren festen Punkten a, b,*-* 
ist konstant, wenn die entsprechende Yielfachenfumme der 
Funkte a, b,*** null ist, d. h. 

ot(x — a)* + j8(x — b)' H = Const., 

wenn aa + /3b -f . . . = ist.* 
Nämlich die Gleichung aa -f /'b -| — • =: schliesat (nach 
222) schon die. Gleichung a + /? -f • • • = ein. 

344. A u f g a b e. Die Yielfachenfumme S der Abstände 
eines variablen Punktes x von mehreren festen Ebenen A, 
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By* • • in einfachster Form auszudrücken, wenn die Koef&cien- 
ten a, ß,"' jener Yielfaohenrumme gegeben rind, und für 
jede Ebene die Seite, nach welcher die pofitiven Abstände 
liegen follen, bestimmt ist. 

Auflofung. Man nehme in jeder der Ebenen einen 
Flächenraum an, dessen numerischer Werth 1 ist, und welcher 
(feiner Erzeugungsweire nach) fo beschaifen ist, dass das 
Äussere Produkt dieres Flächenraums mit einer Strecke, die 
nach der als pofitiv angenommenen Seite der Ebene gerichtet 
ist, ein pofitives Produkt bildet. Diefe Flächenräume, aufge* 
fasst als Theile der betreffenden Ebenen, d. h. als Grössen 
dritter Stufe (255) feien beziehlich mit A^ B^,-*- bezeichnet, 
fo ist das Produkt [A^x] (nach 263) gleich dem Inhalte eines 
Spates (Parailelepipedums), dessen Grundfläche A^ ist, und 
dessen Deckfläche (der Grundfläche gegenüberliegende Fläche) 
durch den Punkt x geht, alfo gleich A' mal der Höhe, oder 
da A' numerisch gleich 1 ist, gleich der Höhe, d. h. gleich 
der Entfernung des Punktes x von der Ebene A, und zwar 
auch dem Zeichen nach, und ebenfo für die andere Ebene« 
Alfo ist 

S = ct[A'x] + /?[B'x] -1 

= [(aA' + /9B'+--0x] 

= e[Rx], 

wenn ^R die entsprechende Vielfachenfumme der Flächentheile 
A^ B',*«*, und R numerisch gleich 1, q aber pofitiv ist. 

„Die Vielfachenfumme S der Abständen eines variablen 
Punktes x von mehreren festen Ebenen A, B,**-« mit den 
Koefßcienten a, /?,*•* steht zu dem Abstände desfelben Punk- 
tes von einer festen Ebene R in einem konstanten Verhält« 
niss ^: 1, und zwar findet man R und ^, wenn man auf den 
Ebenen A, B,*** Flächentheile A', B',**- annimmt, welche 
numerisch gleich 1 find, und mit Punkten, die auf der als 
pofltiv angenommenen Seite der betreffenden Ebenen liegen, 
äusserlieh multiplicirt pontives Produkt geben, dann ist R die 
Ebene des Flächentheiles aA' + ßB' +-" j und q der nume- 
rische Werth diefes Flächentheiles. Sollte jedoch diefe Summe 
eine unendlich entfernte Ebene , d. h. einen Körperraum (262) 

14» 
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geben, alfo ^R ein Körpertheil fein, fo ist (nach 268) [^Rx] 
konstant, alfo auch die Vielfachenfumme S konstant. Sollte 
endlich ctA' -f ßV + • • felbst gleich null fein , fo wird auch 
S null für jeden Punkt x."" 

Anm. Die in den vorigen Aufgaben gefandenen Sätse laswn 
fich in einen Satz zufammenfaasen, wenn noan statt der Punkte und 
Ebenen Kugelflächen fetzt, welche fleh, wenn die Radien null wer- 
den, in Punkte, wenn fie unendlich werden, in Ebenen verwandeln) 
und zwar, wenn man statt des Quadrates des Abstandes von einem 
Punkte und statt des einfachen Abstandes von einer Ebene , das Pro- 
dukt des kleinsten und grössten Abstandes von der Kugelfittche fetzt, 
fo geht dies Produkt, wenn lieh die Kugeliläche in einen Punkt zu- 
fammenzieht, in das Quadrat des Abstandes über, und wenn (ich die 
Eugelfläche zu einer Ebene entfaltet, fo wird der eine Abstand un- 
endlich, und kann für alle Ebenen als gleich angefehen und daher 
mit ihm dividirt werden, wodurch die einfachen Abstände hervor- 
gehen. Diefe Verallgemeitterung foU in dem folgenden Satxe ausge- 
führt werden. 

343. Wenn man unter dem Doppelabstand eines 
Punktes von einer Kugelfläche das Produkt des kleinsten und 
grössten Abstandes des Punktes von der Kugelfläche versteht 
(das Produkt poDtiv genommen, wenn die Abstände gleich- 
gerichtet, d. h. der Punkt ausserhalb der Kugelfläche Hegt, 
negativ im entgegengefetzten Falle), fo ist die Vielfachenfumme 
S der Doppelabslände a% ß\'" von mehreren festen Kreifen, 
deren Mittelpunkt a, b,-*-, und deren Radien a', bV-* ^nd, 
alfo die Vielfachenfumme 

aa' + ßß'-i , 

wenn a, ^,«" ihre Koeificienten darstellen, ein minimum 
oder maximum, wenn x in dem Schwerpunkte s des Punkt- 
vereins aa, ßby'" liegt, und zwar, wenn fich der Punkt x 
von diefem Schwerpunkte s um den Abstand y entfernt, fo 
wächst S um das Produkt diefes Abstandes in die Summe <r 
der Koefficienten a, /?,• • *, alfo um g>tf oder um (a -f ^ + ' ')SP* 
Wenn aber der Punktvereia oa, /?b,** keinen Schwerpunkt 
hat, d. h. a-f /?-f-** null ist, fo giebt es eine auf der 
Strecke r = aa -f /Jb -f * -* fenkrecht stehende Ebene E , für 
deren Punkte S null ist; entfernt fich dann x von diefer Ebene 
um den Abstand jp, fo wird S == ± Sfp^i wo q der numerische 
Werth von r ist, und das untere oder obere Zeichen gewählt 
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wird, je nachdem x Tich naeb der Seite hm bewegt, nach 
welcher von £ aus die Richtung von r liegt, oder nach der 
enigegengefetzten. Wird aber auch cea -f /%+••=: , fo ist 
S konstant. 

Beweis. Zieht mau von x die Linie durch den Hittel- 
punkt a der ersten Kugel, welche die Oberfläche derfelben 
in Xi und X2 schneide, fo ist der Doppelabstand a' = (x — x^) 
(x — Xj) = (x — a. — a'X^ — a + a'), wenn x — x^ die Linie 
von Xi nach x bezeichnet u. f. w., und a' der Radius ist, 
Alfo a' = (x — a)^ — a'*, oder wenn wir jetzt unter x — a 
eine Strecke von bestimmter Länge und Richtung verstehen, 

a' = (x — a)^ — a'^ 

Alfo S — aa' + ßß'-i 

= a[(x - a)' ^ a'2] + /?[(x - b)' _ b'^ +• • -. 
Nehmen wir nun einen konstanten Punkt s zu Hülfe , der zur 
Vereinfachung des Ausdrucks dienen foll, fo wird 

(x — ay = (x — s -}- s — a)^ 

= (x-s)^ + 2[(x~s)l(s-a)]+(s-ay 
und entsprechend bei den übrigen Quadraten. Setzen wir noch 

« + /*+'••= ö"? fo wird 

S = cCx — s)' + 2[(x — s)|(o's — aa - ßb )] +fi, 

wenn wir die konstante Grösse 

ct(s — ay4-/?(s~b)^-| — aa''-/Jb'2 .=/tt 

fetzen. Ist nun <f von null verschieden, fo ^ird der Faktor 

<rs — aa — ßb = , wenn s der Schwerpunkt des Punkl- 

vereins aa, /7b,- • wird. Nehmen wir alfo s in diefem Schwer- 
punkte liegend an, fo wird 

S = 0'(X — S)* + fly 

wodurch der erste Theil bewiefen ist. Wenn aber <r = ist, 
fo ist aa -f'i'b -f •• • eine Strecke, diefe fei r, und q ihr 
numerischer Werth, fo wird 

S = 2[(s - x)|r] + fi. 
Leicht kann man, da S in Bezug auf x vom ersten Grade 
ist, folche Punkte x finden, für welche S null wird. Es fei 
8' ein fdcher Punkt*), d. h. 

Mr 

*) Setzt man den Punkt s-f ^^ P) fc ist s' ein beliebiger 

Funkt , welcher in der durch p fenkrecht gegen r gelegten Ebene liegt. 
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2[(s-sOIr]+iit = 0, 
fo wird 

S = 2[(s — s' 4- s' - x)|r] +fi = 2[(s' — x)|r] 
vermöge der vorigen Gleichung, und dies ist 

wenn q der numerische Werth der Tenkrechten Projektion von 
8' — X auf r ist, und das untere oder obere Zeichen gewählt 
wird, je nachdem x — s' und r auf derfelben Seite der in s' 
auf r errichteten Tenkrechten Ebene liegen oder nicht, wo- 
durch der zweite Theil des Satzes erwiefen ist. Wenn end- 
lich auch aa 4- /Jh +• • =0 ist, fo wird 

S=iti, 
alfo konstant. 

346. Aufgabe. Die Summe S mehrerer Linientheile 
im Räume auf die Summe eines Linientheiles und eines da- 
gegen fenkrechten Flächenraumes zurückzuführen. 

Auflöfung. Man nehme ein System von vier Einheiten 
im Räume: a, ai, a2 9 as an, von denen a ein einfacher Punkt 
und ai, 82, 83 Strecken find, fo lässt fich (nach 232) jeder 
Punkt im Räume aus ihnen numerisch ableiten, alfo ist jeder 
Linientheil als Produkt zweier Punkte (nach 65) aus den mul- 
tiplikativen Kombinationen aai, aa^, aas, aia^, a^ad, 8383 nume- 
risch ableitbar, alfo auch S, als Summe folcher Linientheile, 
es fei 

S = ai[aai] + OjCaaa] + (h [«03] f ^[0182] + ß% [8183] + /S3 [«283] 
oder 

= [a(öiai + «282 +0383)] +ft[aiaa] +ß2[^i^z] +^[«283]. 
Es fei 

<hh + ^^2 + ct383 =b, 
alfo b eine Strecke, und ßi[eii^2] + i^2[8.83] 4- ßzl^i^zl ist als 
Summe von Produkten von Je zwei Strecken, wieder ein 
folches, alfo als Ergänzung einer Strecke aufzufassen, etwa 
der Strecke c, d. h. es fei 

/SiCaiaa] + /Sa [8183] + ftEaaaj] = |c, 
fo ist 

S = [ab] + |c. 
Es fei a' irgend ein anderer, noch näher zu bestimmender 



Punkt und Tei a — a':s:d, wo d eine Strecke ist/ tö ist a 
= a' + d, alfo 

S = [(a' + d)b] + Ic = [a'b] -J^ [db] + |c. 
Es ist hier [db] -f |c ein Flächenraum; und es Toli d fo be» 
stimmt werden, dass, wie die Aufgabe verlangt , diefer Flftchen- 
raum auf dem Linientheile [a'b] Tenkrecht stehen roli. Da a' 
ein Punkt und b eine Strecke ist, To hat diercr Linientheil 
die Richtung von b, airo Toll der Flächenraum auf b fenk* 
recht stehen, d. h. (nach 152, 333) [(db + |c)|b]=:0, oder 

[db|b] + |[cb] = [99L 

d.h. |[cb] = [bd|b] [55]. 

Nehmen wir an, dass d fcnkrecht auf b stehe; d.h. in 
der Ebene |b liege, fo ist (nach 108) der zuletzt gewonnene 
Ausdruck 

= [b|b]d = i?M, 
wenn ß der numerische Werth von b ist, aifo d gefunden 
d = |[cb] : ß\ 

Umgekehrt, wenn d diefen Werth hat, fo folgt durch die 
umgekehrten Umgestaltungen, dass der Flächenraum [db] 4- |o 
auf b fenkrecht stehe, alfo ist die Aufgabe gelöst. 

347. Wenn zwei Summen \on Linientheilen beide auf 
die Form einer Summe gebracht find, deren eines Stück ein 
Linientheil und deren anderes Stück ein gegen die Linie des- 
felben fenkrechter Flächenraum ist, fo find jene Summen nur 
dann gleich, wenn fowohl diefe Linientheile als diefo Flächen- 
räume einander gleich find, d. h. wenn 

[ab]+y|b = [ai'bi]+n|bi 
ist, wo a und ai einfache Punkte, b und bi Strecken, y und 
Yi Zahlen find, fo ist 

[ab] = [aibi], r\b = YtK 

Beweis. Man multiplicire zuerst die gegebene Gleichung 
mit einem Produkte U dreier Strecken, fo ist |b ein Produkt 
zweier Strecken, alfo [[bU] =0 = [jb^-U] (nach 301), da- 
gegen [abU] == b und [aib^U] = b| (nach 305); alfo erhält 
man b = bi. Somit verwandelt ficb die gegebene Gleichung in 
[ab]+ylb = [aib]+y,|b. 

Mulliplicirt man diefe Gleichung mit b , fo wird , da [abb] 
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= [a^bb] =s bt (nach 60), r[b|b] = ri[b|b], alfo, da Ib|b] 
= b' eine von Null verschiedene Zahl ist, / = /!. Somit 
verwandelt lieh die ursprüngliche Gleichung in [ab] = [aib], 
d. h. die Linienthoile [ab] und [aibj und die Flächenräume 
Y\b und Yi\hi find einander gleich. 

Anm. Es läsat fich alfo jede Summe TOn Linientheilen , d. h. 
jede geometrische Grösse zweiter Stufe auf eine bestimmte, Tollkom- 
men unzweideutige Art in Form einer Summe eines Linientheiles und 
eines gegen feine Linie feukrechtcn Fläcbcnraums darstellen. Es ist 
interessant, dass diefe allgemeine Grösse zweiter Stufe vollkommen 
reprftfentirt wird durch die Bewegung eines Körpers im Räume. Wenn 
nämlich ein Körper aus einer lokge in eine beliebige andere yerfetzt 
wird, fo ist bekanntlich diefe Verfetzung allemal dadurch möglich za 
machen, dass man eine gewisse Linie des Körpers in ihrer eigenen 
Richtung um ein Gewisses fortschreiten lässt, während der Körper um 
diefe Linie als um feine Axe eine gewisse Drehung yoll^ndet, und 
zwar und diefe beiden Partialbewegungen durch die Anfangs- und 
End-Lage des Körpers vollkommen bestimmt. Die erstere Bewegung 
kann durch einen Linientheil vollkommen repräfentirt werden, die 
letztere durch einen dagegen fenkrechten Flächenraum, beide zafam- 
men alfo durch die allgemeine räumliche Grösse zweiter Stufe. Na^ 
türlich wird man in der Statik auf gleiche Weife die Refnltante meh- 
rerer Kräfte im Räume darstellen können, während der blosse Linientheil 
die einzelne statische Kraft darstellt, und die Summe derfelben die 
statische Refultante der ents(%«chenden Kräfte (f. Ausdehnungslehre 
g. VXl flf.) 
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Zweiter Abschnitt. 



/ttnkttontnleiire. 

^of. l. ^Funktionen im ^Ugemeinm. 

§. 1. Begriff der Funktionell ^ 

und Bednktion mehrerer Ennktionen mehrerer Variabeln 

auf eine Ennktion einer Variabeln* 

348. Erkiftrung. Wenn eine Grösse u von einer oder 
mehreren Grössen x, y,**- in der Art abhängt , dass, To oft 
X, y,*-- bestimmte Werthe annehmen, auch u einen be- 
stimmten (eindeutigen) Werth annimmt, fo nennen wir u eine 
Funktion von x, y,-*«. 

Anm. Hier ist zu bemerken, daas die obige Definition auch gel- 
ten foll, wenn n, x, y,*** beliebige extenfive Grössen lind. Ferner 
ist SU bemerken, dass die mehrdeutigen Funktionen, d. h. folche, wo 
für bestimmte Werthe der unabhängigen Variabeln x, y,* • • die Grösse 
u mehrere verschiedene Werthe annehmen kann, ohne dass diefe Ver- 
schiedenheit durch eine neue Variable bedingt ist, ~ hier gänzlich 
ausgeschlossen find*, wie denn überhaupt alle in diefem Sinne mehr- 
deutigen Grössen aus der Mathematik zu yerbannen find, weil lieh 
auf ne keine mathematische Formel mit Sicherheit anwenden lässt. 
Sobald die Beziehung zwischen den unabhängigen und der abhängi- 
gen Variabein u vermittelst einer Gleichung gegeben ist, durch welche 
far bestimmte Werthe der ersteren die letztere u mehrere verschiedene 
Werthe annehmen kann, fo kann man u anfehen als Funktion jener 
Variabein und einer neuen r, welche eine bestimmte Werthreihe, 
etwa die der ganzen Zahlen durchläuft, fo dass dann, wenn auch 
ausser den ursprünglichen Variabein noch der Werth von r bestimmt' 
ist, auch n eindeutig bestimmt fei. Oder foUte eine folche neue 
Variable r nicht ausreichen, fo kann man mehrere folche au Hülfe 



m CMt 

nehmen. Hat man z. B. die Gleichung a>^s=x, fo kann hier für jeden 
Werth von x die Grösse u noch n verschiedene Werthe annehmen. 

Einer derfelben fei mit x& bezeichnet, fo ist bekanntlich 

— X / 2r7r / 2r7r\ l 

U=:(— l)nx»=:(cos.— -f V— Ifin.— jx», 

wo r nach und nach jeden ganzen Zahlwerth annehmen kann. Es ist 
alfo u auf diefc Weife als Funktion von x und einer neuen Variablen 
r dargestellt, wodurch dann die Mehrdeutigkeit der Funktion ver- 
schwindet. 

399. Erklärung. Zahlfunktion nenne ich eine 
Funktion, welche für beliebige Werthe der Variabein , von 
denen fie abhängt, stets einen Zahlwerlh (reellen oder ima- 
ginfiren, ganzen oder gebrochenen, rationalen oder irrationalen) 
annimmt. Exten Tive Funktion nenne ich eine Funktion, 
welche für alle (oder gewisse) Werthe der Variabein einer 
extennven Grösse gleich ist. Ich werde die Zahlfunktionen 
stets mit kleinen Buchstaben f, Jp, V^,* • *, die extenfiyen Funk- 
tionen mit grossen Buchstaben F, <I>, 9',*** bezeichnen. 

winm. Die imaginär Zahlgrössc p -{- Q. /~~ 1 fiteht auf der 
Gränze der cxtenfiven Grössen*, He ist als extenfive Grösse aufzu- 
fassen, fobald man für den Ausdruck der Zahlbeziehung zwischen 
mehreren Grössen, nur reelle Zahlkoefficienten zniässt, indem dann 

1 und Y—i als Einheiten erscheinen, die in keiner Zahlbeziehong 
zu einander stehen, hingegen ist fie als Zahlgrösse au&ufassen, fobald 
auch imaginäre Zahlkoefficienten für den Ausdruck der Zahlbeadehung 
gestattet find. Wenn daher die Funktion y ^=^ fx für reelles x imagi- 
näre Werthe , etwa u -f v Y — 1 annimmt , fo kann r\e in dem ersten 
Sinne als extcnfiYe Funktion aufgcfasst werden-, doch wollen wir in 
der Funktionslehre den letzteren Sinn stets festhalten, alfo auch im 
Falle y imaginär wird, dennoch y als ZahlfHinktion auffassen, wie es 
in der Erklärung geschehen ist. 

330. Jede Zahlfunktion beliebig vieler Zahlgrössen lisst 
fich als Zahlfunktion einer einzigen extenfiven Grösse dar- 
stellen, und zwar, wenn 

Isty fo ist diefer Ausdruck gleichbedeutend mit 

yi = fi(x|oi), (xlca)..., (xlej) = 5p(x), 
wo Ou" * ^n ^^^ einfaches Normalfystem (flehe 153) bilden^ und 

ist. 



s»t) 225 

Beweis. Wenn x = Xiei + TL^e^ -f-**' x^e^ ist und 
ei,***eB ein einfaches Normalfystem bilden , fo ist 

[x|ei] = [(xiCi + XaCa + • • • x„e JleJ = x» , 

da [eije,], [eilej (nach 188) null Tind und [ei|ei]==i ist. 

Aus gleichem Grunde ist 

[x|ea] = X2,...., [x|eJ=Xa. 
Alfo 

Yi = K^u Xa,- • xj = f((x|ei), (x|ea). • -(xlej), 
wo alfo Yi eine Funktion der extenfiven Grösse x ist. Es 
fei diefo Funktion mit g>(x) bezeichnet, fo hat man 

Yi = » W. 

351. Jedes System von Zahlfunktionen beliebig vieler 
Zahlgrössen lässt fich als eine extenfive Funktion einer exten- 
fiven Grösse darstellen , und zwar, wenn 

Yi = fi(xi, X2,--xJ 

y2 = f2(xi, X2,...;cJ 

ym = fm(Xl, Xa,.-. Xj 

ist, fo ist dies System von Gleichungen gleichbedeutend der 
Gleichung 

y = F(x), 

wo 

X = Xiei +••• XaOa 

FCx) = ei5Pi(x) + Ca^PaCx) H e^ybifx) 

SPrW = fr([x|ei], [xlej],.-- [x|ej) 
ist und Ol,* • • e^ und Oi,- • • ej^ einfache Normalfystemc bilden. 

Beweis. Nach 350 ist, wenn x = Xiei +Xae2 + " x^e 
gefetzt wird, 

Yr = fr(Xl, X2,...Xj 

gleichbedeutend mit 

Yr = fr([x|ei], [x|ea],-.- [x|ej). 
Diefe Funktion von x fei mit g>rOO bezeichnet, alfo 

yr = 5Pr(x) = fr([x|ei], [x|e,],... [x|ej). 
Ferner ist (nach 29) das System der Gleichungen 

' Yl = »1 W. y2 = SPlCx) • • • • Ym = 9m(x) 

gleichbedeutend der Gleichung 

15 
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d. h. der Gleichung 

y = eiSPi(x) + e2y,(x) -i e„,9>«(x). 

Diefe Funktion von x fei mit F(x) bezeichnet, alfo 

F(x) = CiSpiCx) + CaSPaCx) -| e^y^(x), 

fo find die m gegebenen Gleichungen 

yi = ft(xi, X,,.-. xj u. f. w., 
gleichbedeutend mit der Gleichung 

y = F(x). 

3S2. Jedes System von Funktionen beliebig vieler Ya- 
riabeln iSsst fich erfetzen durch eine Funktion einer Yariabeln, 
Yorausgeretzt) dass üch die unabhängigen Variabein rämmtlich 
aus einem System von Einheiten numerisch ableiten lassen, 
und ebenfo die abhängigen. 

Beweis 1. Für ein beliebiges System von Zahlfunktioncn 
beliebig vieler Zahlgrössen ist der Satz in 351 bewiefen. 

2. Nach 157 lassen fich alle aus einem System von n 
Einheiten numerisch ableitbare Grössen aus einem einfachen 
Normalfystem von n Grössen nu^nerisch ableiten. Es bestehe 
das Normalfystem, aus welchem lieh die unabhängigen Varia- 
bein X, y,*** ableiten lassen, aus den Grössen e^, e2,**-eB, 
und diejenigen, aus welchen fich die abhängigen Variabcin 
u, V,««- aWeiten lassen, aus den Grössert o^^>, e^*V * 'C^"^- 
Ferner fei 

X = XiCi -{ x^Cn, u = UieC^> -I u„e^°^^ 

y = YiCi H ynön, v== vie<i> -I v„e(°»), 

• • • • 

• • • • 

wo alle Koefficienten Zahlgrössen find, und feien 

u = F(x, yO, v = (I>(x, y, ••),••• 
die gegebenen Funktionen, fo erhält man, indem man hierin 
die obigen Werthe einfetzt, 

u^e<^> -| Ua^e^'"^ 

= F(xiei + • .x^e^, yiOi -] + y^e.,. • •). 

Hier ist die rechte Seite eine extenflve Funktion der Zahl- 
grössen Xi,---Xa, Yi- ••yn>***-. Diefe Funktion Toll einer 
Grösse gleich fein, welche aus den Einheiten e^JV * * '^^"^^ n^' 
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merisoh ableitbur ist, alfo muss fie Telbst aus ihnen numerisch 
ableitbar fein, d. h. fie muss in der Form e^^^^j +"C^°*)9>„ 
erscheinen, wo yi,- • «^n^ Zahlfunktionen von Xj,» • «Xn, yr • • • 
Yn,-«- find. Alfo erhält man 

xi^^a) ^ u„e^™> = e^^ Vi + • • • e^"> y^. 

Diefe Gleichung, welche mit u = F(x, y) gleichbedeutend ist, 
wird (nach 29) erfetzt durch das System der Zahlgleichungen 

Auf gleiche Weife wird die Gleichung 

Y = (I>(x, y) 
crfelzt durch ein System von Zahlgleichungen von der Form 

wo ^1, xp2,'*- gleichfalls Zahlfunktionen der Zahlgrössen X|, 
•••^nj yi>' • 'yiij' • • fi"^'' Folglich werden die gegebenen 
Gleichungen . 

u = F(x, y.-), v = <l>(x, y..) 
erfetzt durch das System der Zahlgleichungen 
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WO yf"5PaBj Vi"*V^m>"' Zahlfunktionen der Zahlgrössen 
*i'"^a> yi'**yu>'" find. Aber nach 351 kann ein folches 
System erfetzt werden durch Eine Funktion Einer Grösse, 
folglich kann auch das gegebene System durch Eine folche 
Funktion Einer Grösse erfetzt werden. 

Anm. Diefe ZurackführuDg auf Eine Funktion Einer Variabcln 
ist auch für die Behandlung der Zahlfunktionen von Bedeutung, da 
die Sätze der Zahlfunktionen, der Diflferenzialrechnung, der Reihen, 
und auch mit gewissen Beschränkungen die der Integralrechnung fich 
auf folche cxtenfiven Funktionen extenfiver Grössen, wie unten ge- 
zeigt werden foll, anwenden lassen. Namentlich ergeben fich daraus 
die Jakobischen Sätze über Funktionaldeterminauten, fo wie die von 
Jakobi* in feiner berühmten Abhandlung angedeutete oder geahnte 
Uebereinstimmung dicfer Sätze mit den Sätzen der Diiferenziation einer 
einfachen Funktion einer Variabein aufs leichteste und unmittelbarste. 
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§. 2. Oanse Funktionell nnd DanteUnng derselben yennittelst 

lückenhaltiger Produkte. 

353. Erklärung. Wenn Pai, a2,--*aa ein beliebiges 
Produkt ist, in welchem die Grössen erster Stufe a^, a^,-** 
Bq als Faktoren verkommen , fo verstehe ich unter 

Fl, l,--»l(XiX2* • -x^), 

wo Xi<**x,^ beliebige Grössen erster Stufe find, das arithme- 
tische Mittel zwischen den (Immtlicheu Ausdrücken, welche 
aus 

Pxi, Z3,'*<X|| 

hervorgehen, wenn man den Grössen Xj, Xa,*-*XB alle mög- 
lichen verschiedenen Folgen giebt. Ich nenne hier den Aus- 
druck Fl, ],...i ein Produkt mit n Lücken. 

So ist z. B. 
Fl, 1, l(xyz) 

= (Fx,y, z + Fx,y, z + Py,x, z + Fy,z, x + Fz,x, y + Pz,y, x):6. 

A n m. Unter dem arithmetischen Mittel mehrer Grössen ist hier, 
wie fönst , die durch die Anzahl der Grössen dlTidirte Summe derfel- 
ben verstanden. Es versteht fleh von felbst, dass wenn ein folcher 
Lückenausdruck noch mit andern Ausdrücken durch Multiplikation 
verbunden werden foll , er dann in Klammern zu schliessen ist. I^och 
ist zu bemerken, dass wir oben die in die Lücken eintretenden Grössen 
als Grössen erster Stufe gefetzt haben. Man fleht leicht, dass mau 
diefen Begriff auch hätte erweitem und auch Lücken höherer Stufen 
hätte annehmen können, d. h. folche Lücken, in welche Grössen 
höherer Stufen eintreten foUen. Doch kann man folche Fälle, in 
denen Lücken höherer Stufe vorkommen würden, fast überall ver- 
meiden. Namentlich, was der häufigste Fall ist, wenn das Haupt- 
gebiet von n-ter Stufe ist, und Grössen (n — l)-ter Stufe in die Lücken 
eintreten foUen, fo kann man diefe Grössen als Ergänzungen von 
Grössen erster Stufe alfo in der Form |a u. f. w. darstellen , und statt 
der Lücke (n — l>ter Stufe schreiben {1, wodurch dann die Lücke 
auf die erste Stufe redncirt ist, und der Definition in 353 unterliegt 

354. Es ist _____ 
Fi,i,...(xiX2.. 'Xn) = JS^Fxr, X«..-. : (1-2« •••n), 

wo der Ausdruck Fi , l , . . ein Produkt mit n Lücken ist y und 
Xr9 ^sT** diefelben Grössen wie Xf, X2,««*Xa bezeichnen, 
nur in beliebig geänderter Folge, und wo die Summe fich auf 
alle verschiedenen Folgen bezieht. Ins Befondere ist 
Fi,i,...x'^ = Px, X,.... 
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Beweis. Nach 353 ist Pi, l,--Xiy Xa,*- -x^ das arithme- 
tische Mittel der Ausdrücke Pxr^zs/ * • •) welche aus Pxi, X2,- • -zn 
durch beliebige Anordnung der Grössen Xj, • • -x,^ hervorgehen, 
d. h. gleich der Summe jener Ausdrücke, dividirt durch ihre 
Anzahl, alfo durch l*2*-**n. Wenn ins Bcfondere Xi = X2 
= ..•• =Xa = x ist, fo werden alle jene Ausdrücke gleich 
Px, x,>-) alfo ist ihr arithmetisches Mittel gleich einem der- 
felben, alfo damit auch die Specialformel erwiefen. 

355. Erklärung. Wenn P^^ ein Produkt mit m Lücken, 
und m>n ist, fo verstehe ich unter PmlXi'Xj-- • -Xn) den 
Ausdruck, welchen man erhfilt, wenn man den Ausdruck 
Pn^(Xi*X2*- «x^) (nach 353) entwickelt, und dann statt jeder 
der Grössen Xn + i, Xn.\-2r "^m ^'^o Lücke fetzt; z. B. ist 

^ Pl,l,lx = (Px,l,l + Pl,x,l +Pl,l,x):3; 

Pi,i, i(xy) 

= (Px,y,l + Py,x,l + Px,l,y + Py,l,x + Pl,x,y + Pj,y,x):6. 

356. Wenn Pl, l,*- ein Produkt mit m Lücken, und m 
grösser als n ist, fo ist 

Pl, !,•••• fXiXo • • • XS) = — ;: rz 7 j — TT, 

'' ^^^ "^ m(m — l)'*-(m — a + 1) 
wo S die Summe aller Glieder ist, welche hervorgehen, wenn 
man Xi, X2,**-Xa auf alle möglichen verschiedenen Arten in 
die m Lücken von Pi,i.. vertheilt, ins Befondere ist 
Pl,l...x = (Px,l,... +Pl,x,... + ••0:m. 

Beweis. Es ist (nach 355) unter Pl,l,«>Xi*X3- • -Xa der 
Ausdruck verstanden, den man erhfilt, wenn man-in Pj,l,*«* 
Xi'X^' *"X^ statt jeder der Grössen Xn + i,*« -Xin eine Lücke 
fetzt. Nun ist (nach 354) 

Pl, I. . (XiXj x„)=^Pxr,xg, : (1 • 2- • • • m). 

Setzt man hierin statt Xn+i, Xn + a,* • -Xm Lücken, fo werden 
alle die Glieder gleich, welche fich nur durch die Reihen- 
folge der Grössen Xn + i, Xn4.a,--'Xn unterscheiden. Man 
kann alfo, statt diefe gleichen Glieder fo oft zu fetzen, als 
ihre Anzahl beträgt, eins derfelben mit diefer Anzahl, alfo 
mit l*2-3** -(m — n) multipliciren ; fomit erhält man jedes 
der von einander verschiedenen Glieder mit l*2****(m — n) 
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:(l*2-**in) multiplicirt. Aber die Summe dierer von einan- 
der verschiedenen Glieder ist S, alfo 
Pl,],...(xiXa'- -xj 

S« l«2 (m — ii) S 

l'2--«-m m(m — 1)« • -(m — n -f- 1)" 

Da die Anzahl der in S enthaltenen Glieder gleich m(m — i) 
• • «(m — n 4- i) ist, fo ist der Ausdruck rechts zugleich das 
arithmetische Mittel diefer Glieder. 

357. Erklärung. Wenn^^, Ä,-.- J', ÄV-. Pro- 
dukte mit je n Lücken, und a, ßy*- a% /}',••• Zahlen ilnd, 
fo Tetze ich dann und nur dann 

oA + ßB +"'=a'A' + ß'B' ^ , 

wenn für jede Reihe von n Grössen erster Stufe Xi, X2,* • x^ 
a JxiXa • -x^ + ßB^i^2 • • • x„ + • • 

= a'-i'XiXj • • • Xn -f ß'B'XiXi • • • Xn + • • 

ist. Wir nennen eine folche Yielfachenfumme von Lücken- 
produkten (mit je n Lücken) einen Lückenausdruck (mit n 
Lücken). 

358. Jede ganze Zahlfunktion n-ten Grades von belie- 
big vielen (veränderlichen) Zahlgrössen lässt Dch in der Form 

Jx° 
(darstellen, wo A ein Ausdruck mit n Lücken ist, und zwar ist 

^«a,*,"Xi*X2* [a + b +•••="< n] = Jx» , 

wo X = Co + XiOi + X2e2 + • . • • 

uiid A = Zaa,^,- ••[l|eoP[l|ei?[l|e2?--- 

[r + a + 6 + • • = n] 
ist, wo ferner Cq, Oi, e,,--*- ein einfaches Normalfystem 
bilden, und die Summe fich auf alle möglichen ganzen Werthe 
X, Cl, h,''' bezieht, welche der in Klammern beigefügten 
Bedingung genügen, ohne negativ zu fein. 

Beweis. Nach der Annahme ist x = XoOo -f XiO^ •4-^2^ 
-}-•••, wo Xo = 1 ist. Ferner da x^ = 1 und a + b +• • 
=:<n ist, fo ist 

mit der Bedingung, dass r + <^ + I^ +* * * =n fei. D^ ge- 
wonnene Ausdruck ist aber (nach 350) 
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= Ax"" [354], 

wo Ä den im Satze angegebenen Lückenausdruck darstellt. 

359. Jedes System von ganzen Funktionen n-ten Gra- 
des beliebig vieler Variabein lässt fich in der Form 

darstellen, wo A ein konstanter Lückenausdruck mit n Lücken ist. 
Beweis folgt aus 358 vermittelst 352. 

360. Statt einen Lückenausdruck mit einer Faktoren« 
reihe (gemäss der Erklärung in 353) zu multipliciren, kann 
man ihn mit den Faktoren fortschreitend multipliciren, d. h. 

^(XiX2"-Xj=^XiX2-- x„. , 

Beweis 1. Es bestehet nur aus einem Produkt, und 

zwar enthalte dasfelbe m Lücken, fo ist (nach 356) 

g 

* ^(XiX2 • • • Xn) = —7 t:^ } TT-;» 

m(m — 1)--«(m — n + 1) 
wo S die Summe aller Glieder ist, welche hervorgehen, wenn 
man auf alle möglichen verschiedenen Arten x^, X2,*«-x^ in 
die m Lücken von A vertheiir.'* Ebcnfo fei Sx die Summe 
aller Glieder, welche hervorgehen, wenn man x^ nach und 
nach in jede einzelne Lücke des Produktes A einfetzt; ferner 
gehe S2 aus Si hervor, indem man in jedem Gliede von S^ 
die Grösse x nach und nach in jede der m — 1 Lücken ein- 
zeln einfetzt, und die ßmmtlichen fo erhaltenen Glieder addirt, 
fomlt ist S2 zugleich die Summe aller Glieder, welche hervor- 
gehen, wenn man x^Xs auf alle möglichen verschiedenen Ar- 
ten in zwei der Lücken von A einfügt. Auf entsprechende 
Weife möge S3 aus S2 abgeleitet fein u. f. w. Dann ist 
(nach 356) 

JXi = — , AX1X2 = — p — ^—1^9 

* Wf m(m — i) 

endlich 

AX1X2* ' -Xn 

=^(xiX2 • • -x J [nach *]. 



in(m — !)• • -(m- n+l) 
2. Es fei A ein beliebiger Lflckenausdruck = ^P« , wo 
jedes Pa ein Produkt mit m Lücken ist, fo ist 
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= Z Pa(XiXa---x J [357] 

= JS^P«XiXj. .x^ [Bew. 1] 

= -ZPrxiX2...x„ [357] 

= Jx^Xa« • -x^. 

361. In dem Ausdrucke Ax^Xi^-'X^^ in welchem A 
ein beliebiger Lückenausdruck mit n oder' mehr Lücken ist, 
kann man ohne Werthänderung eine beliebige Schaar der 
Grössen XxXa***X|| mit einer Klammer umschliessen. 

Beweis aus 360. 

362. Die Ordnung der Faktoren, welche in einen 
Lückenausdruck eintreten Tollen, ist gleichgültig für das Re- 
Taltat, d. h. 

AX1X2 • • • == Ax^^' • • •, 
wo X1X2 • • * und XfXg • • • dierelben Faktoren nur in verschie- 
dener Ordnung enthalten Tollen , und A einen Lückenausdruck 

bezeichnet. 

Beweis. Es fei ^ = ^P«, wo jedes P« ein lücken- 
haltiges Produkt ist, fo ist 

AX1X2 • • • = A(xiX2 • • • • ) [360] 

= ZPa(XiXa.-.) [357]. 

Nun ist aber (nach 356) Pa(xiX2*-0 das arithmetische Mittel 
Tammtlicher Ausdrücke, welche hervorgehen, wenn man x^, 
X2 , • • • in allen möglichen Anordnungen in die Lücken von 
Pft hineinTügt, alTo ist es gleichgültig, in welcher Ordnung 
die Grössen Xj, Xa,«*- in dem Ausdrucke Pa(xiX2«-*) vor- 
kommen, d. h. Ptt(xiX2 • • •) = PftCXrXg- • •)» wenn XiX2 • • • und 
xpig* • • dieTelben Faktoren nur in veschiedener Folge enthalten 
folien. AlTo ist 

JX1X2... = ZPa(xA- • • •) = ZpTCxa- ' • [357] 
= A(x^^' . = Ax^^ [360] 

363. Wenn irgend einer der Faktoren, welche mit 
einem Lückenausdrucke multiplicirt find, eine Summe ist, fo 
kann man statt der Summe die einzelnen Summanden fetzen, 
und die fo erhaltenen Lückenausdrücke addiren, d. h. 

^P(x + y H )q = Apxq + Apyq H , 
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wop und q Faktorenreih^ bezeichiiBii , und ^ einen Lücken- 
ausdruck. 

Beweis. Nach 362 ist -4p(x + y +••)?== ^PflC* + Y 

-j ). Hier ist Jpq wieder ein Lfickenausdruck, und daher 

hat ^pq(x + y +••) die Form einer Summe von Produkten, 
deren jedes (x + y-f««) als einen Faktor enthält, alfo die 
Form Px4-y+...+0x4-y+-.. +••• B^ies ist aber (nach 39) 

gleich Px + Py -i + Ox + Oy,-| =Px + OxH \-Vy 

+ Oy -1 — • = -4pqx -f ^pqy -| = ^pxq + -^pyq -\ . 

Anm. Eb unterliegt hiernach das Produkt der Faktoren^ welche 
in einen. LückQ]kaus4i*Qck hineintreten Tollen , gana den Gefetseii alge- 
braischer Multiplikation , und es bietet lieh uns hier alfo die. al^e- 
meinere Aufgabe dar, diejenigen Prod^ikte extenfiver Grössen , welche 
den Gefetzen algebraischer Multiplikation unterliegen, zu behandeln, 
was der Gegenstand des folgenden §. fein foll. 

§. 3. Algebraische Hultiplikation. 

364. Erklärung. Unter algebraischer Multiplikation 
verstehe ich diejenige Multiplikation, deren Bedingungsglei- 
chungen find: 

e,eg = eaer und ECFe,) = EFej, 
wo e,, e. ursprüngliche Einheiten undE, F algebraische Pro- 
dukte ursprünglicher Einheiten find. Ich bezeichne He wie ge- 
wöhnliche Produkte der Algebra ohne umschliessende Klammer. 

Anm. Name und Bezeichnung find darin begründet, dass für 
diefe Multiplikation, wie unten gezeigt wird, alle Gcfetze der in der 
Algebra angewandten Multiplikation gelten und keine andern. In dem 
ersten Theile war diefe Multiplikation nicht zu behandeln, da fie 
keine einfachen Grössen liefert, und mit der Funktionslehre aufs 
Engste zufammenhängt. Sie kann als die charakteristische Multipli- 
kation diefes zweiten Theiles aufgefasst werden, während die den ersten 
Theil charakteriHrende kombinatorische Multiplikation von jetzt an 
immer mehr zurücktritt. 

365. In einem algebraischen Produkte zweier einfacher 
Paktoren kann man die Faktoren vertauschen, d. h. es ist 

ab = ba. 

Beweis. Es fei a = 2^a«eft, b=^/Jbeb, 

fo ist 

15* 
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ab = 2^ a^a2^ß7ef, = X^TM^ieiTr [*2] 

= ZM.(ebetO [364] 

= JS^i?iie6^aaea [42] 

= ba. 

366. Statt einen einfachen Factor c deoi zweiten Faktor 
eines algebraischen Produktes hinzuzufügen, kann man ihn dem 
ganzen Produkte hinzufagen, d. h. 

A(Bc) = ABc. 

Beweis. A und B find hier algebraische Produkte der 
aus den Einheiten Oi , Oi , * • • numerisch abgeleiteten Grossen, 
aifo (nach 45) darstellbar in den Formen 

A = ^aaEa, B = ^/JeFb, 
wo Eay Fb algebraische Produkte der Einheiten find. Endlich 

fei c = ^ycec, fo hat man 

A(Bc) = Z äjJ^iZßtrlZ r^d = Zaa/JbycEaCFjeO [45] 

= Zaa_ßiYcEa¥^e, [364] 

= Z«a EaZßi> nZne, [45] 

= ABc. 

Anm. Hierdurch ist die algebraische Multiplikation als lineale 
Multiplikation, d. h. als Tolcbc, deren Bcdingungsgleichungen noch 
gelten, wenn man statt der Einheiten beliebig aus ilincn numerisch 
abgeleitete Grössen fetzt, nachgewiefen. 

367. Die Ordnung, in welcher man mit einfachen Fak- 
toren fortschreitend multiplicirt, ist gleichgültig für das Re- 
fuHat, d. h. 

Abcd . • . = Acbd • • • = • • • . 

Beweis. Es ist 

Abc = A(bc) [366] 

= A(cb) [365] 

= Acb [366]. 

Alfo kann man in einem klammerlofen Produkt zwei auf 
einander folgende Faktoren vertauschen. Durch Wiederholung 
diefes Verfahrens kann man jeden einfachen Faktor auf jede 
Stelle des Produkt^ bringen, alfo den fortschreitenden ein- 
fachen Faktoren beliebige Ordnung geben. 
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UNtd zu muliipticiren , kann man Bfiit ihrem Produkt molttpli« 
etren, d. h. 

Abc • • • • =3 A(bc • • ' )• 
Beweis. Nach 366 ist 

A(hc- • pq) = A(bc- • •p)q = A(bC' • Opq U- f« w. 
= Abc • • • pq, 
869. Bei einem algebraischen Produkt y<m zwei be- 
liebigen Faktoren kann man die Faktoren vertauschen, d. h. 
AB=BA. 
Beweis. Es fei As=ai«-a,tt, B = bx<**ba, fo ist 

AB = A(bi-..bJ = Abi...b„ ^ [368] 

= bi...b^ai...a„ ' [367] 

= bj- • 'bnCai« • -a«) [368], 

370. Bei einem algebraischen Produkt von drei belie« 
bigen fortsehreilenden Faktoren kann man deq zweiten und 
dritten Paktor in eine Klammer schliessen, d. h. 

ABC = A(BC), 
Beweis. Es fei B = bi'--b„, C = Ci-Cn, fo ist (nach 
368) 

A(BC) = A(B(Ci. . c«)) = A(Bci. • -cj 

= Abi* • •buCf • 'Cm 

= A(bi • • • bm)ci • ••Cnj 
= A(bi...bJ(Ci---cJ 
= ABC. 

371. Wenn man aus den ursprünglichen Einheiten 
^19***0]! die Kombinationen mit Wiederholung zur m-ten 
Klasse bildet und jede diefer Kombinationen als algebraisches 
Prodttkt der darin enthaltenen Elemente fetzt , fo stehen diefe 
Produkte in keiner Zahlbeziehung zu einander, und jedes 
algebraische Produkt von m Grössen, die aus den Einheiten 
e| • • • Ca numerisch abgeleitet find , lässt fich aus jenen Pro- 
dukten numerisch ableiten. 

Beweis. Nach der Definition in 364 follen die Glei* 
chungen 

OyOg = e^e, 
und E(Fe,) ^ EFe, 
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die Yolistttnrtigren BddingfUfigrsgleiohungen der algebrabchen 
Multiplikation Tein, d. h. es foll keine Bezielmng zwtecäieD 
den Einheitsprodukten stattfinden , als folche, welche lieb ans 
jenen Bedingungsgleichungen ableken lassen. Jede aus ihnen 
ableitbare Gleichung muss alfo durch Anwendung jener Glei- 
chungen identisch gleich null gemacht werden können. Da 
aber jene Fundamental -Gleichungen auf beiden Seiten stets 
diefelben Einheiten enthalten, nur in anderer Folge öder Zu- 
rnmmenfassung, fo kdnnen durch Anwendung derfelben in ein 
Produkt keine neuen Einheiten als Faktoren hineingebracht 
werden. Dagegen kann man alle Glieder «iner folehen ab- 
geleiteten Gleichung (nach 367, 368) auf die Form bringen, 
dass fie wohlgeordnete Kombinationen (mit gestatteter Wieder- 
holung) aus den Einheiten ei - " e^ werden. Nachdem dies 
geschehen ist, rauss alfo die Gleichung identisch gleich null 
fuin, d. h. alle Koefficienten müssen null fein, d. h. es findet 
keine Zahlbeziehung zwischen ihnen statt« Der zweite Theil 

des Satzes folgt unmittelbar aus 49. 

Anm. Es bilden romit die KombinatioDen mit Wiederholaog 
aus den ursprünglichen Einheiten zu irgend einer (m-ten) Klasse, die 
Kombinationen als algebraische Produkte betrachtet, ein System von 
Einheiten höherer Ordnung, aus welchem fich alle algebraischen Pro- 
dukte zu m Faktoren, welche ans den ursprünglldien Einheiten nume- 
risch abgeleitet und, wiederum numerisch ableiten lassen. 'Es lässt 
Heb fehr leicht zeigen, dass dasfelbe auch noch gilt, wenn man statt 
der n ursprünglichen Einheiten n beliebige, aus ihnen numerisch ab- 
geleitete, aber in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen 
fetzt. Indem ich jedoch diefen Beweis dem Lefer überlasse, schreite 
ich Togleich zu dem für die weitere Jßntwiokelinig unentbehrlichen 
Satase. 

372. Wenn ein algebraisches Rrodakt null ist, Te miiss 
nothwendig einer feiner Faktoren null Tein^ d. h. wenn 

AB=:0, A^O 
ist, fo muss 

B=0 
fein. 

Beweis. Im allgemeinsten Falle werden A und B Viel- 
fachen fummen von algebraischen Produkten fein, deren Fak- 
toren aus den ursprünglichen Einheiten a, b, c,** • numerisch 
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abgeleiM rmd. Dann bflden (nach 97t) die Kombinaiimen 
mit Wiederholungen ans a, b, c,-*-, wenn jede diefer Kont- 
binationen als algelraisehes Produkt der darin enlhaltenen Ein- 
heilen gdfetst wird, die Einheilen aus denen A und B numerisch 
ableitbar find. Man stelle fich vor, dass die Elemenle jeder 
Kombioalion nach dem Ai{diabele geordnet Und, und die 
Kombinationen feibsl zunächst nach Klassen aurgeslelll Gnd^ 
Ib dass. jede niedere Klasse der höheren voran sieht , and 
dass Terner innerhalb jeder Klasse die Kombinationen lexiko- 
graphisch geordnet feien. Wir wollen diere AufsteltuBg die 
wohlgeordnete AuGslellung der Kombinationen nennen. Da 
A nach Hypotheds von Null verschieden ist, fo muss unter 
den Koefficienlen, durch welche A aus jenen Kombinationen 
abgeieitel ist, nothwendig mindestens einer von null verschie- 
dea rein. Es fei E| unter allen Kombinationen, welche in 
dem Ableitungsausdrucke von A einen von Null verschiedenen 
KoefBcienlen haben, diejenige, welche in der wohlgeordneten 
Aufstellung die früheste Stelle einnimmt, fo erscheint A in 
der Form 

A =€CiE| -f- CC2E2 -[-••• ==,^ttaE«, 

wo «1 von Null verschieden ist. Ferner feien Fj , F2 , • • • 
nach der Reihe die Kombinationen der obigen Aufstellung, und 

B = ^ßhfi = /JiFi + ßiV^ H 9 

fo ist 

Jedes Produkt EaP» liefert wieder ein algebraisches Pro- 
dukt der ursprOnglichen Einheilen, und wenn wir diefe Pro- 
dokle mit 61, G^,- • bezeichnen, fu wird AB eine Vielfachen- 
famme diefn- Binheitsprodnkte; alfo da AB nach Hypotbefis 
null ist, fo müssen alle Koefficienten diefer Vielfachenfumme 
null fehl , d. h. 

X«iJbtEaFt = GJ = 0, 
wo die in Klammer geschlossene Bedingung ausfagt, dass man 
die Summe aller der Produkte aaß^ zu nehmen hat, deren zu- 
gehörige Einheitsprodukte EaFb einen konstanten Werth 6^ 
haben. Wir haben hier nur diejenigen Gleichungen diefer 
Art zu betrachten, welche in irgend einem Gliede den Faktor 
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Ol enlhfllton; diefe Gleiobungen kttanea wir in Att Form 
schreiben 

wobei noch die Bedingung binzuzafhgen ist, dass unter den 
unter dem Summonseiohen stehenden Produkten keins mit 
OijSk identisch ist. Ich zeige nun, dass man diefe Bedingung 
auch fo ausdrücken könne: ( müsse kleiner als k fein. In 
der That ergiebt fich zuerst, dass a nicht 1 fein kann; denn 
dann mflsste das Produkt der beiden Kombinationen E^ und 
F( diefelbe Kombination liefern, wie das Produkt der beiden 
Kombinationen Ei und Fk, d. h. F» müsste mit Fk identisch 
fein, alfo b = k, dann wftre alfo a«/?» mit ai/^k identisch, was 
der vorausgefetzten Bedingung widerspricht. Alfo mnss a >- 1 
fein, d. h. E« muss in der wohlgeordneten Aufstellung der 
Kombinationen später vorkommen als E|. Dies ist auf zwei 
Arten möglich; erstens auf die Art, dass Ei weniger Elemente 
enthAlt als E«, dann muss, da EiFk mit BcF« gleiche Kom- 
bination liefern foll, FkUiehr Elemente enthalten, als F», d. h. 
Fk mnss in jener wohlgeordneten Aufstellung später folgen als 
Ft, d. h. b <^ k fein. Oder zweitens, wenn Ei und E« gleich 
viel Elemente enthalten, fo muss £« in der lexikographischea 
Aufstellung später folgen als Ei. In dem Princip der lexiko- 
graphischen Aufstellung von Kombinationen liegt es aber, dass 
das erste der Elemente a, b, • • •, welches in 2 Kombinationen 
einen ungleichen Exponenten hat, in der später folgenden 
Komb^ation den kleineren Exponenten habe, fo dass alfo, 
wenn dies Element in Ei den Exponenten a, in Ea den Expo- 
nenten Y ^^^9 Y<a fein muss. Ferner, aus der Bedingungs- 
glftchung E«F» = EiFk folgt, dass, wenn a, ^, x, ^ die 
Exponenten find, welche irgend ein Element beziehlich in den 
Kombinationen Ei , Fk, E«, F^ hat, a -f /^ = X + ' f*^iA muss. 
Hieraus ergiebt fich unmittelbar, dass, wenn ein Element in 
El denfelben Exponenten hat wie in E«, es auch in Fk den- 
felben Exponenten haben muss, wie in F», und dass alfo das 
erste der Elemente a, b,*-* welches in E« einen andern Ex- 
ponenten hat als in Ei, auch das erste ist, welches in F» einen 
andern Exponenten hat als in Fk; es mögen a, ßy f^ i ins 
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Befondere die Exponenten dieres Elementes in Bi, Pk^ Ea, F» 
fein, fo fallen wir, dass '/<a fein muss; dann folgt aber 
aus der Gleichung a + /? = / + ^^ dess i> ß fein muss, und 
dass alfo nach dem Princip der lexikographischen Aufstellung 
die Kombination F» früher stehen muss als Fk» d. h. b<^k 
fein muss , da ja die Kombinationen F] , F2 , • • • in jeder Klasse 
lexikographisch geordnet fein Tollen. Somit haben wir ge- 
funden, dass in den beiden möglichen Fällen b <^k fein muss. 
Wir haben alfo die Gleichung 

* = a,/5k + Zä;^b[E«Fb=EiFk, b<^k]^_ 
Es fei nun zuerst k = 1 , fo fällt die Summe 2ä^tißt gi^nz 
fortf da ihre Bedingung, b <^ 1 nicht erfüllt werden kann, 
alfo hat man ai/}i=0, und da ai nach der Vorausfetzung 
^ 0, und Ol und ßi Zahlen find, fo muss alfo 

ft=0 
fein. Setzt man k = 2, fo fällt, da b <^ 2 und /?i=0 ist, 

die Summe ^aaßti gleichfalls weg, und man erhält Oifi^ 
= 0, alfo 

Und aus gleichem Grunde ergiebt fich, dass /^s =0 ist u. f. w. 
Alfo ist auch B, was =j9iFi ^/JaFa -\ war, =0. 

373. Wenn zwei algebraische Produkte aus je zwei 
Faktoren gleich find, und einen gleichen, von null verschie- 
denen Faktor haben , fo muss auch der andere Faktor in bei- 
den gleich fein, d. h. wenn 

AB = CB, und B ^ 0. 
ist, fo muss 

A = C 

fein. 

Beweis. Aus AB=:CB folgt 

= AB — CB = (A — C)B. 
Alfo da B ^ ist, fo muss (nach 372) A — C null fein, 
d. h. A = C. 

374. Erklärung. Unter dem algebraischen Quotienten 
A:B verstehe ich denjenigen Ausdruck, welcher mit B alge- 
braisch multiplicirt A giebt, d. h. 

(A:B)B = A. 
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SVS. Es ist 

AB:B = A. 
Beweis. Nach 374 ist, wenn man darin AB staU A fetzt, 
(AB : B)B = AB. 
Alfo (nach 373) 

AB:B=A. 

SV6. Alle algebraischen Gefetze der Multiplikation und 
Divifion gelten flir die algebraische Multiplikation und Diviflon 
extenfiver Grössen. 

Beweis. Denn alle diofe Gefelze gründen (ich auf die 
Formeln 

AB = BA a 

ABC = A(BC) 

(A;B)B = A 

AB:B = A 
und auf die für alle MuUiplikationsarten (nach 4Sty 45) gellen- 
den Beziehungen zur Addition und Subtraktion. 

Anm. Durch die Identität der Rechnungsgefetze der fo eben 
behandelten Multiplikation mit der gewöhnlichen Multiplikation der 
Algebra ist die Identität der Bezeichnung und Benennung gerechtfer- 
tigt. Der einzige Unterschied liegt in den verknüpften Grössen, welche 
dort Zahlen, hier beliebige extenfive Grössen, wie z. B. Punkte, Linien 
u. f. w. find. Es wäre verkehrt, wenn man diefe Differenz der Ter* 
knüpften Grössen auf die Bezeiclmung oder Benennung der Verknüp- 
fung felbst übertragen wollte, wodurch die Terminologie nutzlos ao- 
wacbfen, und der Zufammenhang verdunkelt werden würde. Auch 
diejenigen Eigenschaften diefer Produkte, welche auf der hefonderen 
Eigenthümlichkeit extenßvcr Grössen beruhen, finden fich in der Al- 
gebra, und zwar in der Lehre von den ganzen Funktionen, wieder. 
So z. B. liefert der Satz, dass fich jede ganze Funktion Einer Varia* 
beln vom n-ten Grade in n lineare Faktoren zerlegen läset, hier auf 
Strecken der Ebene angewandf, den Satz: 

Jede Summe von algebraischen Produkten von je n Strecken Einer 
Ebene lässt fich auf Ein folches Produkt reduciren. 

Hierbei ist natürlich vorausgcfetzt , dass auch die Annahme inma- 
ginärer Strecken verstattet fei. 
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§. 4. GkuiJBe FunktioneiL ersten Orades. Quotient. 

317. Erklärung. Wenn ai, aa,-"»!! Grössen erster 
(oder n — i-ter) Stufe in einem Hauptgebiet n-ter Stufe find, 
die in keiner Zahlbeziehüng zu einander stehen, fo verstehe 
ich unter dem Bruche (Quotienten) 

den Ausdruck, welcher mit ai, a2,-**an multipliciri, bezieh- 
lich die Werthe b|, ba,*-bn liefert, fo dass alfo 

5liAii:^a, = b.. 
ai, aa,- • • 

Ich nenne at, ^r'^a ^^^ Nenner des Bruches, bj, bj^-bn 

feine entsprechenden Zähler, und fetze zwei Brüche, oder 

zwei Ausdrücke, welche aus Brüchen numerisch abgeleitet 

find, dann und nur dann einander gleich, wenn fie mit jeder 

Grösse erster Stufe niultiplicirt Gleiches liefern. Wenn auch 

die Zähler Grössen 1-ter oder (n — l)-ter Stufe find, und in 

keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo nenne ich den 

Bruch einen umkehrbaren, und bezeichne in diefem Falle, wenn 



= 



bi5 bar-b» 



i 
ist, mit jr den umgekehrten Bruch, d. h. ich fetze 

1 ai, ao.« -a 



1 _ ai 

^^^-w ^^Im **<*"^^ 



2 j " «n 



bi, bj,-- b„' 

Anm. Der Gedanke, welcher diefer Erkiärung zu Grande liegt, 
ist leicht hindurchzufehen. In der Algebra ist nämlich unter dem 

o 

Quotienten -- der Ausdruck yerstanden, welcher mit b multiplicirt 

a giebt, und dies genügt (wenn b nicht null ist) zur Definition des 
Zabiquotienten. Für die extenHven Grössen genügt es nicht zu wissen, 
welehes Refultat die Multiplikation des Quotienten mit irgend einer 
(von Null verschiedenen) Grösse liefert, indem daraus nur die Multi- 
kation desselben mit folchen Grössen fich bestimmt > welche aus jener 
OrOsse numerisch ableitbar ßnd. Man fieht alfo, dass in einem Ge- 
biete n-ter Stufe die Refultate der Multiplikation eines Quotienten 
mit n in keiner Zahlbeziehung stehenden Grössen bestimmt fein 
mttfigen, damit der Quotient vollständig bestimmt fei. Der Quotient, in 

16 
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dicfcm Sinne aufgefasst, ist für die DifTerenzial- und Integral-Rechnung 
extenCver Grössen , fo wie fär dio Behandlung der geometrischen Ver- 
wandtBchaften^unentbehrlicb. Ich bemerke noch, dass man als Nenner 
des Quotienten auch boHebigc Grössen höherer Stufen hätte gestatten 
können*, doch würde man dann den wefentlichen Vortheil grösserer 
Einfachheit gegen den zweifelhaften Vortheil unfruchtbarer Allgemein- 
heit austauschen. Ich werde deshalb auch die Zähler, wenn nicht 
ausdrücklich anderes festgefetzt wird, stets als Grössen erster Stufe 
betrachten. 

378. Zwei Brüche oder Vielfachenrummen von Brüchen, 
welche mit n in keiner Zahlbe2iehung^ zu einander stehenden 
Grössen erster Stufe multiplicirt, Gleiches liefern, find einander 
gleich, vorausgefetzt, dass n die Stufe des Hauptgebietes ist. 

Beweis. Es feien Q und d die beiden Brüche oder 
Vielfachenfummen von Brüchen , welche mit n in keiner Zahl- 
heziehung zu einander stehenden Grössen, erster Stufe ai • * • • 
a^ multiplicirt , Gleiches liefern, alfo es fei 

für jeden Werth r zwischen 1 und n, fo ist zu zeigen, dass 

= Oij d. h. (nach 377) dass und Oi mit jeder Grösse 

erster Stufe x multiplicirt Gleiches liefern. Nun lässt fich 

(nach 24) jede folche Grösse in einem Hauptgebieto n-ter 

Stufe aus n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden 

Grössen, alfo aus a^, a^ numerisch ableiten. Es fei 

x = Xiai-J x^a„, 

dann ist 

Ox = 0(xiai -i x^a J = XiOai -^ x^Qa» [44] 

= XiOiöiH x„Oia„ [*] 

— (xiai+-»-x^aJOi [44] 

379. Einen Bruch multiplicirt man mit einer Zahl, 
indem man jeden Zähler mit diefer Zahl multiplicirt, und 
Brüche von gleichen Nennern addirt man, indem man die 
entsprechenden Zähler addirt, wobei dio Nenner in beiden 
Fällen ungeändert bleiben, d. h., beides zufammengefasst, 

»ij »2? Hf aar-- 

Cß^i +yci + . .), (/?ba +yc, + • • •),• • • 



ai , a^ ,-• 
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Beweis. Zn zeigen ist (nach 378), dass beide Seiten 
der zu erweifenden Gleichung mit jeder der Grössen ai , • • • Hq 
mnltiplicirt , gleiches Rerultat liefern. Nan ist (nach 44) 

= /»b, + /<', + •. -i [377], 

Ferner ist 

(ßbi + yci +• • •), OJb, + yc +0, 



a. 



»1 > »a j"' 

= ^b, 4- yc, + . • . . [377]. 

Bezeichnen wir alfo der Kürze wegen die linke Seite der zu 
erweifenden Gleichung mit h, die rechte mit R, fo wird für 
jeden Index r 

* La, = Ra,. 
Folglich L = R (nach 378). 

380. Jeden Bruch kann man auf die Form bringen, 
dass feine Nenner beliebige n in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehende Grössen erster Stufe flnd (wo n die Stu- 
fenzahl des Hauptgebietes ist), und zwar ist 

hl, ba, ^«ijabtti ^OQjttba,' • • 

wenn^ai^aa«, J^Os^aa«,- • • n in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehende Grössen, und a^^^ Zahlen find. 
Beweis. Es ist 



ai, aj, ' ii^^i,aa,-.- 

= Z^^ [377]. 

Aber auch 

^«i^aa«, ^Oa^aa«, ••• |_ 

Alfo liefern beide Ausdrücke mit^a^ «aa multiplicirt, für jc-^ 

den Werth von 1- • «n gleiches Refultat, flnd alfo, da ^Otjaaj, 

^^,«82 , • • • nach der Hypothefis in keiner Zahlbeziehung zn 
einander stehen, (nach 378) einander gleich. 
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381. Wenn ei, e2y'*«en die ursprünglicben Einkeiten 
Tind, und mit E,^, der Kürze wegen der Bruch bezeichnet 
wird, dessen Nenner die ursprünglichen Einheiten find, und 
von dessen Zfthlern derjenige, welcher dem Nenner e, ent- 
spricht, gleich e^ ist, während alle übrigen Zfthler desfelben 
null find, d. h. wenn 

* E,^.e,, = e, und E^^,et = [t ^ r] 
ist, To lassen Hch die n^ Ausdrücke, welche aus E,^, hervor- 
gehen, indem man statt r und s nach und nach beliebige der 
Zahlen l-'-n Tetzt, als Brucheinheiten Tetzen, d, h. es lassen 
fleh alle Brüche aus ihnen numerisch ableiten, während fie 
reibst in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und 
zwar ist 

^«i>tet, ^cg2,te6, "« y- — = — 

Beweis 1. Es ist 

— 2 : ^T~^ «^,1 «» [i 77]. 

Ferner ist 

^cta, bE«, je, = ^a«, lEa, *e, [44] 

= Xöt,*Br,6e,= X«r,*e* [*], 

indem nSmlich E«, bC, =? ist für a ^ r, und F, » e, = ej 
ist. Alfo beide Ausdrücjee, da fie mit jeder der Grössen e^ 
• ••e^ multiplicirt Gleiches liefern (nach 378) einander gleich. 
2. Angenommen zweitens,^ es bestände zwischen den 
Grössen E, . eine Gleichung der Form 

2r^«i *^«» 6=0, 

fo hätte man für jeden Index r 

= XoiTiETTer = ^(^a, *Ea, bC, [44]. 

Alfo da Ea, je, = ist, wenn r von a verschieden ist, 

= JL «r,* Er^t e, = ^^Or.l ^l [*!• 

Wenn aber 

= X<V^=«t,iei +0^,262 +•;•, 
fo muss, da Ci, ej,*-* in keiner Zahlbeziehung zu einander 
stehen, (nach 28) jeder der Koefficienten von ei, 63,-*- null 
fein, d. h. 



för jedes r und s, airo ist die angenommene Gleichung iden- 
tisch null, d. h, (nach 2) die Grössen E^^^ stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander. 

382. Jeder Bruch ISsst fich als Lückenausdruck mit 
einfacher Lücke darstellen, und zwar ist, wenn die Nenner 
^u'"^n ^^^ einfaches Normalfystem. bilden, 

^-^ = o>.]i>i + t'w»>» + • • •• 

Beweis. Zu zeigen ist, dass De mit jeder Grösse erster 
Stufe X multiplicirt Gleiches liefern. Nun ist, wenn x = Xia| 
+ X|aj +• •• ist, 

([l|a,]bi+[I|a,]b, + . . Ox=[x|a,]b, +[xMb2 + - • • 

[353] 
=Xtb,+Xjbj + ... [153], 
Aber auch 
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-!" ^'**'(xi«i+x2a, + ..>=:xibi+xjb,-f • [377]. 
ai, aa,-«« 

Somit liefern beide Seiten der zu erweifenden Gleichung mit 
jeder Grösse erster Stufe multiplicirt Gleiches , find alfo Celbst 
gleich (nach 357, 377). 

Anm. Es ist alfo der Brach nur eine einfachere Form des 
Lückenausdruckes mit einer Lücke, and kann alfo auch jedes System 
beliebig vieler linearer Zahlfunktionen von beliebig vielen Zahlgrössen 
als Produkt eines Quotienten in eine eztenfiye A^ariable dargestellt 
werden. 

383. Erklärung. Das bezügliche Produkt der Zähler 
eines Bruches , dessen Nenner das System der ursprünglichen 
Einheiten bilden, nenne ich den Potenzwerth des Bruches, 
und bezeichne den Potenzwerth des Bruches 0, wenn n die 
Anzahl der Nenner ist, mit [Q^]f d. h. ich fetze, wenn 

= ** ^'— " ist, und Ol, Ca,- • «Pb das System der ursprüng- 

liehen Einheiten bilden , 

[(}*] = [aiaa----aj. 
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Anm. Wenn jeder Zähler das p-fache des entspreehenden Ken- 
nei*8 ist, To ist der Bruch Tcrmöge der Definition gleich der Zahl p; 
das bezügliche Produkt der Zähler ist dann [pe^-pe^i* • «penj =pA 
[eiej* • «en], alfo da das bezügliche Produkt der ursprünglichen Ein- 
heiten 1 ist, =p'^, d..h. in einem Hauptgebiete n-ter Stufe ist der 
Potenzwerth einer Zahl p gleich pi^. Der tiefere Grund der gewählten 
Benennung und Bezeichnung liegt in einer eigenthümlichen Verknüp- 
fung der extenfiven Brüche, welche ganz der bezüglichen Multiplika- 
tion entspricht , und deren Wefen ich hier in mehr anschaulicher Form 
zu entfalten verfuchen werde. Ich gründe den Begriff diefer Verknüp- 
fung auf den des Lückenproduktes. Wenn nämlich A , B ,• » •, Aj, Bi,« • • 
Brüche find, deren Nenner etwa die ursprünglichen Einheiten fein 
mögen, und a, b,« • • beliebige Grössen erster Stufe , 1 aber eine Lücke 
ist, in welche Brüche der genannten Art (alfo Grössen nullter Stufe] 
eintreten f ollen, fo fetze ich [AB* • •] = ['^i^i " *] dann und nur dann, 
wenn in Bezug auf eine beliebige Reihe yoli Grössen erster Stufe 
a^ b,»**, deren Anzahl gleich der Anzahl der Faktoren jener Pro- 
dukte ist, 

[la^lb* ••]AB- • • = [la*lb** ••]AiBi««« • 
ist. Ich nenne das Produkt [AB* • •] ein (auf das Hauptgebiet) bezüg- 
liches Produkt der Brüche A, B,**-*. Aus diefem Begriffe folgt 
(nach 360) fogleich , dass die Ordnung der Faktoren in diefem Produkte 
für den Werth desfelben gleichgültig ist, ein Gefetz, welches mit dem 
in 58 ausgesprochenen in Uebereinstimmung ist, da die-Brüche der 
genannten Art als Grössen nullter Stufe zu betrachten find. Ferner 
ergiebt fich leicht, dass wenn in dem Produkte [lalb«»--] zwei der 
Faktoren, z. B. die beiden ersten, einander gleieh find, allemal 
[Ia«lb* • • -jAB* • • = ist Denn es ist (nach 353^) [la«Ia-lc« * *]ABC«.- • 
gleich einem Bruche, dessen Zähler die Summe aller der Ausdrücke 
ist, die man dadurch erhält, dass manA, B, C,« in allen möglichen 
Anordnungen in die Lücken eintreten lässt, und dessen Nenner die 
Anzahl diefer Ausdrücke ist. Nun zeigt fich, dass fich die Glieder 
des Zählers paarweife aufheben. Denn wenn PQR* • • eine andere 
Ordnung der Faktoren ABC**- darstellt, und zwar fo, dass P in die 
erste Lücke eintreten foU , Q in die zweite u. f. w. , fo wird das daraus 
ent0pring!ende Glied gleich [Pa*Qa'ßc*--«]. Vertauscht man P und 
Q, fo geht aus diefer Ordnung das Glied [Qa-Pa-Rc« • •] hervor, die 
Summe beider giebt aber null, da Pa und Qa Grössen erster Stufe 
find, und deren Vertauschung (nach 60) entgegengefetzten Werth be- 
dingt. Alfo heben fich die Glieder im Zähler paarweife auf, d. h. 
der Zähler wird null, alfo der Bruch null. Dasfelbe gilt, wenn in 
dem Produkte [la*lb***'] beliebige zwei Faktoren gleich werden^ fo 
dass alfo in diefem Falle stets [la^lb* • • «jAB* • • arrQ ist. Daraus folgt 
aber wiederum fogleich, dass wenn fich die Grösseaxeihe a, b,<*** 
lineal ändert, z. B. b in b' =b-f'CC& fich verwandelt, das Produkt 
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Pa*lb- • • «JAB' • • denfelben Werth behält, und hieiraus (nach 76), dasb 
wenn lieh a, b,**« beliebig, jedoch fo ändern, dass ihr Prodakt 
[ab****] konstant bleibt, auch [la«lb****]AB-** • konstant bleibt. 
Wir können daher diefen Ausdruck als Verknüpfung, und awar als 
midtiplikative Verknüpfung von [ab***] und [AB**-] anfehen, und 

schreiben daher [la»lb ]AB. • • = [ab« • •J[AB» • .]. Hier hat [AB* • •], 

da es mit dem Produkte [ab****] verknüpft, wieder eine Summe von 
folchen Produkten derfelben Faktorenzahl, alfo eine Grösse derfelben 
Stufe liefert, ganz die Bedeutung eined extenfiven Bruches, aber eines 
folchen, der, wenn die Anzahl der Faktoren m ist, nur mit Grössen 
m-ter Stufo zufammentritt. Es feien E^, Ea,*** die Einheiten m-ter 
Stufe, und fei Ei[AB.'- *] = Aj, Ea[AB* *] = A^,. -., fo ist klar, dass 
[AB**-] einem Bruche Q gleich ist, dessen Nenner Ej, Ej,««., und 
dessen entsprechende Zähler A^, Aj»". • find. Denn es gicbt jenes 
Produkt [AB***] mit den Einheiten m-ter Stufe, alfo auch mit jeder 
aus ihnen ableitbaren Grösse, d. h. mit jeder Grösse m-ter Stufe mu(- 
tiplidrt, dasfelbe Rcfultat, wie diefer Bruch Q auf gleiche ViTeiTe 
veiknüpft liefert, d. h. es ist vermöge der Definitionen jenes Produktes 
und diefes Quotienten [AB*>-]'=Q, d. h. das bezügliche Produkt 
von m Brüchen , deren Nenner und Zähler von erster Stufe find , giebt 
einen Bruch, dessen Nenner und Zähler von m-ter Stufe find. Durch 
die Reciprocität zwischen Grössen erster und (n — l)-ter Stufe (im 
Hauptgebictc n-ter Stufe) ergiebt fich auch, dass das bezügliche Pro- 
dukt von m Brüchen, deren Nenner und Zähler von (n — l)-ter Stufe 
find, einen Bruch liefert, dessen Nenner und Zähler vop (n — m)-ter 
Stufe Hnd. Dies letztere Produkt würde daher als regressives, das 
ersterc als progressives Produkt von Brüchen zu betrachten fein. Wir 
bleiben hier bei dem ersteren, alfo dem progressiven Produkte der 
Brüche stehen, um namentlich noch die progressiven Potenxen der 
Brüche zu betrachten. Da das Produkt gleicher Faktoren eben nur 
Eine Anordnung diefer Faktoren gestattet, fo geht fogleich aus dem 
Begriffe hervor, dass [Ain][ab***] = [Aa*Ab*** •] fei, vorausgefetzt 
natürlich, dass die Anzahl der Faktoren a, b,*** auch m betrage. 
Setzen wir die ursprünglichen Einheiten e^, e2,* • • als Nenner, und a|, 
aj,».. als entsprechende Zähler, d. h. Aei=ai u. f. w., fo ergiebt 
Hch unmittelbar, dass [A«^] mit dem Produkte von m ursprünglichen 
Einheiten multiplicitt, das Produkt der m entsprechenden Z&hler gebe 
und dass alfo die Potenzen von A jede Grösse, welche aus den ur- 
sprünglichen Einheiten hervorgegangen ist, und welche den Exponen- 
ten jener Potenz als Stufenzahl hat, in diejenige Grösse verwandelt, 
welche aus den entsprechenden Zählern genau auf diefelbe Weife 
hervorgeht. Betrachten wir ins Befondere diejenige Potenz von A, 
deren Exponent mit der Stufenzahl n des Hauptgebietes gleich ist, 
alfo [An], fo ergiebt fich [AnJ[eiea* • 'en] = [aia2** »an], d. h. gleich 
dem bezüglichen Produkte der Zähler, alfo (nach 383) gleich dem 



948 («M 

Potentwertbe von A. Aber da das besü^liche Prodnkt der n uTsprfing- 
licben Einheilen (nach 94) gleich 1 ist, fo ist [An] felbst diefem Po- 
teniwerthe gleich , worin alfo die vollständige Begründang der oben 
gew&hlten Bezeichnung liegt. 

384. Der Potenzwerlh eines Bruches ist gleich den 
bezClglichen Produkte der Zfthler, dividirt durch das der Nenner, 
d; h. wenn 

= hi^iii: tet, fo Ist [0«] = ^^hi^.. 

Beweis. Es fei 06,= c, fttr jeden Index r ton 1 bis 
n; fo ist Q = ^^' ^''"' (nach 380). Ferner feien bj, bj,... 

als Yielfachenfummen der ursprünglichen Einheiten ei, es,*** 
ausgedrückt, und fei für jeden Index r von i bis n, b,= 

^ßr.a^aj fo ist 8, = Qb, = ^ ß^ ^ g Q e^ = X /g,^ ^ Cg . Somit ist 

[8182 * • • ] __ [2^ßuüCa 'JS^^2>a<?<t* * '] 

[bib2 • • • ] [ Xft^-Z^^'-] 
^ßi, ttft ,*•••• [ö« • es ••• ] 

wo a, B,*** alle möglichen verschiedenen Anordnungen der 
Zahlen 1, 2,*- darstellen und r die Anzahl der Zahlenpaare 
»ty die in den beiden Zahlreihen 

a, i, 
1,2, 

entgegengefetzt geordnet find. Hier heben lieh nun die bei- 
den Summen, und da [eie2"-] = l ist, fo erhftlt man 

[ferr] = [cica • • • . ] = [0»] (nach 383). 

385. Wenn Q und Qi Brüche mit n Nennern find , und 
zu einander in der Zahlbeziehung 

stehen, fo stehen ihre Potenzwerthe in der Zahlbeziehung 

Beweis. Es fei 

e„ e» e,, • • • e, ' 



• • • 



• • . . 
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fo ist (nach 383) 

[Q»] = [ast • oaj • • . aa J =a a"[aia2 • • • a J [46] 

==am"] [383]. 

386. Wenn zwischen den Zählern eines Bruches eine 
Zahlbcziehung herrscht, fo lässt (Ich der Bruch stets auf die 
Form bringen, dass einer oder mehrere feiner Zähler null 
werden, und zwischen den übrigen Zählern keine Zahlbe- 
ziehung stattfinde; und zwar wenn ei,«-en die Nenner, 
ai, •••a^ die Zähler des Bruches Q find, , und zwischen* 
8i>*'*&m keine Zahlbeziehung stattfindet, aber die übrigen 
n — m Zahler aus ihnen numerisch ableitbar find, fo dass 

isl, fo ist 

= -^ — , wo 

"ai,....a^'«+' ^»+' 
ist. Und alle aus Cin+i,'**Cn numerisch ableitbaren Grössen, 
aber auch keine andern geben mit multiplioirt, null. 

Beweis. OC|n + r = «r,lOCl -I «r,mOen|— OCoi + r 

da nach Hypothefis aj,- • -q^ die zu den Nennern Ci,« • -e^ ge- 
hörigen Zähler des Bruches find 

= n 

Alfo find die zu den Nennern Cjn+i9"*Cn gehörigen Zähler 
null Ich zeige nun, dass zwischen den n Grössen e^j'-e^, 
<^n+i9*''Cn keine Zahlbeziehung herrscht. Der Kürze wegen 
fetze ich 

fo dass alfo Cm+r = flr — ßm+r '^t, fO ISt 

[ei-e2-«--e,a-c„4.i cj 

= [eiCj • • . • e,„(qi — e^+i)- • • (q», -n — ©i)]- 
Da hier q^, qt»**« aus ei, e9,'**enft numerisch abgeleitet 
Hnd, fo können wir fie (nach 67) weglassen und erhalten 
das Produkt 

16* 
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alfo von Null verschieden; folglich stehen e^y 63 '"e^, 
Cm+n"'Cn (nach 61) in keiner Zahlbeziehung; alfo lässt 
fich (nach 380) in der im Satze angegebenen Weife als 
Bruch darstellen. Daraus nun, dass c„^4.i, • • * c^ mit mul- 
tiplicirt Null geben, folgt fogleich, dass dies auch für jede 
Yielfachenfumme diefer Grössen gilt. Aber auch umgekehrt 
muss jede Grösse p, welche mit Q multiplicirt null giebt, 
eine Yielfachenfumme von c^^.!, • • • c^ fein. Denn wie auch 
p beschafTen fei , immer muss es fich (nach 24) aus e^ , 02 , ' • 0^9 
Cm+i>"*Ca ableiten, alfo fich in der Form 

P = Oiöi + • • • o^e^ + q 
darstellen lassen, wo q eine Yielfachenfumme von Cg^^i,* -Cq ist. 
Soll dann pO=0 fein, fo hat man, da Oci=ai, u. f. w., 
OCm+i = u. f. w. ist, 

= pO = aiai H a^B^, 

alfo (nach 28) ai, a2,-»am = 0, alfo p = q, d.h. eine Vicl- 
fachenfumme von c^+i, Cnj+a,« • -Cn. 

387. Erklärung. Wenn ein Bruch Q mit einer von 
Null verschiedenen Grösse erster Slufe multiplicirt ein Viel- 
faches diefer Grösse, etwa das ^fache derfelben liefert, fo 

dass alfo 

Ox = ßx 

ist, fo nenne ich den Koefficientcn g (mag q nun reell oder 
imaginär fein) eine Hauptzahl des Bruches 0, und das Ge- 
biet, welchem alle Grössen x angehören, welche jener Glei- 
chung genügen, das zu der Hauplzahl q gehörige Hauptgebiet. 

388. Aufgabe. Die Hauptzablen und die zugehörigen 
Hauptgebiete eines Bruches zu finden. 

Auflöfung. Es fei q eine Hauptzahl eines Bruches Q 

mit n Nennern Oi, 02,- "Qj^; und fei xr=:^Xaea eine von 
Null verschiedene Grösse , welche mit Q multiplicirt ihr ^{sches 
liefert, fo hat man • 

Qx = ^x, d. h. C^ — 0)x = 0. 
Setzt man hierin statt x feinen Werth, und fetzt 
(a) (9 — 0)ea = Ca, 
fo erhalt man 

(b) = ^XaCa. 
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Da nun x von Null verschieden ist, Fo muss auch min- 
destens eine der Zahlen Xj , * • • x^ von Null verschieden lein, 
aUo (nach i6) zwischen Ci , • • • c^ eine Zahibeziehung statt- 
finden, folglich (nach 61) ihr kombinatorisches Produkt null 
Tein, alfo 

(c) = [CiC2. •••cj, 

d. h. (nach 384) der Potenzwerth des Bruches q — Q muss 
null fein. Umgekehrt, wenn diefe Gleichung (c) erfüllt wird, 
fo gilt (nach 66) auch eine Gleichung der Form (b), alfo 
giebt es dann eine Grösse x ^ 0, welche der Gleichung Qx 
= ^x gentigt, d. h. q ist dann eine Hauptzahl. Setzt man in 
der letzten Gleichung statt Ci , C2 , • • • ihre Werthe aus (a), 
fo erhält man 

= [(ßOi — 0ei)(?e2 — 062)- • • -(ee,» — QeJ\, 
oder indem man die Klammern löst 

(d) ao?''--aie»-^ + a2e'^-^ +(~1)X = 0, 

WO et, aus dem Produkte [0102* • -ej dadurch hervorgeht, dass 
man auf alle möglichen verschiedenen Arten r der Grössen 
Ol, 02,- «-en in die entsprechenden Grössen O^i? Q&2i"*Q^n 
umwandelt, während man die jedesmal übrigen unverändert 
Iftsst. Die n Wurzeln ^i,* • -q^ diefer Gleichung (d) find alfo die 
gefuchteri Hauptzahlen; ihr Produkt ist nach dem Neutonschen 
Satze gleich a^ : Oq , d. h. gleich dem Potenzwerthe von 
(nach 384). Die Grössen x find dann durch die Gleichung 
(b) bestimmt. Nach diefer Gleichung stehen c^ , C2 , • • * c^ in 
einer Zahlbeziehung zu einander. Folglich lässt fich (nach 
17) aus den Grössen Ci,-«-Cn ein Verein von weniger als 
n Grössen, etwa Ci, C2,*«*Cm, ausfondern, welcher keiner 
Zahlbeziehung unterliegt, und aus welchem die übrigen Grössen 
(<^m+i'r* O numerisch ableitbar fmd; dann aber lässt fich 
der Bruch q — Q, dessen zu den Nennern et,* • en gehörigen 
Zähler (nach a) Ci ,* • -0^ find, (nach 386) auf die Form bringen, 
dass unter den Zählern n — m derfelben null werden; die 
zugehörigen Nenner feien am4.i,--*an; fo haben (nach 386) 
alle aus an-j-D * ** Sn ableitbaren Grössen x, aber auch keine 
andern, die Eigenschaft, dass (^-'0)x = fei, d.h. dass 
Ox = ^x wird, d. h. alfo, das Gebiet am+i'-'-an ist das zu 
der Hauptzahl q gehörige Hauptgebiet. Alfo: 
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„Jeder Bruch Q mit n Nemieni bat n Hauptsahlei und 
^war find dicfe die Wurzeln q der gleichbedeutenden Glei- 
chungen c oder d, das Produkt dieFer n Wurzeln ist gleich 
dem Potenzwerthe von 0, und das zu der Hauptzahl ^ ge- 
hörige Hauptgebiet Jerhält man, indem man (nach 3S6) q — 
als einen Bruch darstellt, von dessen Zählern einer oder 
mehrere null find, während die übrigen Zähler in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehen; dann ist das Gebiet der- 
jenigen Nenner diefes Bruches q — 0, deren entsprechende 
Zähler null find, das verlangte Hauptgebiet.^ 

389. Wenn die n Hauptzahlen ^i,*-*^^ eines Braches 
alle von einander verschieden find, fo find die n zoge- 
hörigen Hauptgebiete «Ile von erster Stufe und stehen in keiner 
Zahlbeziehung zu einander. 

Beweis. Nach 388 lässt fich zu jeder der Grössen 
Qi3" *9n9 2* B. zu ^^9 ^^^^ ^^^ ^ull verschiedene Grosse erster 
Stufe finden, welche mit Q multiplicirt ihr ^^-faches liefert. 
Es feien ai,- «a^ diefe Grössen, fo dass Q»t^=^QT^ ist. An- 
genommen nun, ai,*"an ständea in einer Zahlbeziehung, fo 
müssten fich aus ihnen (nach 17) m Grössen, etwa Bu-'^B^y 
ausfondern lassen, die in keiner Zahlbeziehung zu einander 
ständen, und aus denen jede der übrigen, z. B. a^, numerisch 

ableitbar .wäre. Es fei ar=:aiai H ^m^m? fo muss, da a, 

von Null verschieden ist, auch mindestens einer der Koef- 
ficienten ai^' • 'O^ von Null verschieden fein. Es fei dies z. B. 
cEi. Nun hat man 

da nach der Vorausfetzung 08, = ^^^, ist, alfo wird 

folglich find (nach 29) die entsprechenden KoefGcienten gleich, 
namentlich a^Qi =ai^,, d. h. da ai ^0, ist ^ = ^, , was gegen 
die Vorausfetzung ist. Alfo können ai,*-^^ in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehen. Folglich kann auch keins der 
Hauptgebiete von höherer als erster Stufe fein. Denn wäre 
z. B. das zu Qi gehörige Hauptgebiet von höherer Stufe, fo 
müsste dies Gebiet mit dem G,ebiete (n — i)-ter Stofe der 
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Grössen at • • • ä^ (o»A 26) mindestens ein Gebiel erster Stufe 
gemein haben. Es fei c eine (von Null verschiedene) Grösse 
diefes gemeinschaftlichen Gebietes, fo wäre c aus a2,***aB 
numerisch ableitbar, und würde fleh doch, da es in dem zu 
^1 gehörigen Hauptgebiete liegt, in fein ^-faches verwandeln, 
was als unmöglich nachgewiefen ist. 

390. Aufgabe. I>Bn Fall gleicher Hauptzahlen zu 
nnterfuchen. 

Auflöfung. Wenn man die Bezeichnungen der vorher- 
gehenden Satze festhält, fo hat man (nach 388) 

(a) [cjCa cj=:0, wo 

(b) Cr = (p-0)er. 

Es find alfo c^, C2,- * -c^ die zu den Nennern ei, 62,* * -e^ 
gehörigen Zähler des Bruches Q — Qy und die Gleichung (a) 
fagt aus, dass das kombinatorische Produkt der n Zähler null 
fei, d. h. dass der Potenzwerth von ^ — null fei. Es be- 
halten nach dem Obigen die Gleichungen (a) und (b) ihre 
Bedeutung, wenn man statt der Nenner ei,*-eQ beliebige n 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen erster 
Stufe fetzt. Die n Werthe von 9, welche der Gleichung a 
genügen, find (nach 389) die n Hauptzahlcn von Q. Wenn 
nun mehrere, etwa a, derfelben gleich a find, fo heisst das 
alfo, dass die Gleichung (a) für q im Ganzen a Werthe dar- 
biete, welche gleich a find. Wenn aber ein Werth von q 
gleich a ist, fo lässt fich (nach 388) eine von Null verschie- 
dene Grösse erster Stufe ai finden, welche mit Q multiplicirt 
ihr a-fachcs liefert. Es fei diefe Grösse ai=XiCi-f-' • 'XaCn, 
fo muss von den KoeRicienten x^y'-'X^^ mindestens einer 
von Null verschieden fein, weil fönst, gegen die Annahme, 
a| felbst nuTl wfire. Es fei x^ von Null verschieden, fo stehen 
(nach 19) ai, 62,* '-en in keiner Zahlbeziehung zu einander, 
können alfo nach dem Obigen statt Oi , 02 , • • ^ e^ in die Glei- 
chungen (a) und (b) eingefetzt werden; dann wird Ci = (^ — 0)a| 
= jai -r- Oai = pai — aai (nach Annahme) = (^ — a)ai und die 
Gleichung (a) verwandelt fich in 

(? - a)[aiC2 cj = 0. 

Wir wollen annehmen, man habe, wenn die Gleichung 
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(a) im Ganzen a Wurzeln Qs=a hat, nach und nach die Glei- 
chung (a) noch in die Formen 

(e — a)*[aia2C3 . • . . c J = 
u. f. yr.y endlich in die Form, 

(c) (p — ay[aiaa ^ • • 8,0,4.1 • • • . oj = 
umwandelt, wo r < a ist, und zwar fo, dass 

Qai =aai,[ai-0a2] = a[aia2] u. T. w., endlich 

(d) [aiaa • • • a,^i • Oa J = a[ai aj a J 

Tei und die n Grössen ai,***a„ 0,4.1,* --en in keiner Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen, fo lässt fich zeigen, dass man 
diefe Umwandlungen auch fo weit fortfolzen könne, bis end- 
lich r = a werde. In der That, io lange noch r kleiner ist 
als a, d. h. es noch mehr als r Wurzeln ^ = a giebt, welche 
der Gleichung (c) genügen, fo ist aus der Theorie der Glei- 
chungen bekannt, dass, wenn man jene Gleichung durch ((— a)' 
dividirt, der Quotient noch eine Wurzel ^ = a darbieten müsse, 
d. h. es muss noch 

(e) [ai 8,0,4-1 cj==0 

fein, für ^ = a. Es feien d,4-i,- • • dß die Werthe, in welche 
c,4.i,**-Cj| übergehen, wenn man in den letztern a statt ^ 
fetzt, fo erhält man 

(f) [ai 8,d,+i dj = 0, wo 

(g) dr+l = (« - 0)6,4-1,- •••»^« = («—0)6« 

ist. Diefe Gleichung g fagt aus, dass zwischen den Grössen 
ai9 " 8„ d,4.i • - • d^ eine Zahlbeziehung herrscht (nach 66). 
Es fei 

(h) Ojai -I Mr + «,4.id,+i -| aj,dn==0 

der Ausdruck diefer Zahlbeziohung, fo muss einer der Koef- 
ficienten 0,4.1,« ••0^ von Null verschieden fein; denn wenn 
fie alle Null wären, fo würde zwischen ai,*-*a, eine Zahl- 
beziehung herrschen, was gegen die Vorausfetzung streitet. Es 
fei etwa 0,4-1 von Null verschieden, und fei 0,4-1 0,4-1 -}-••• a^fi^ 
= a,4-'i gefetzt, fo stehen (nach 19) 81,« ••8,4-1, 0,4.2,- ••0» 
in keiner Zahlbeziehung zu einander, können alfo statt Oi,* • -0^ 
in die Gleichungen (a) und (b), oder statt ai,^ • «a,, 0,4-1,- • •€„ 
in die Gleichungen (c) und (d) eingefetzt werden, fo dass 
alfo nun 0,4-1 = (p — Q)a,4,i gefetzt werden kann. Ferner 
ist dann 
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(a— 0)ar+i = ar+i(a— 0)e,-fi H + ö^Ca— 0)6« 

= a^^idr+i + • • • + Ma [nach g] 
= - «i«i — ' • • • — Mp [nach h], 

Alfo ist 

0ar4i = «181 -I + o^a, + aa^i. 

Folglich 

[ar Var-Oar+i] = [ai • • • -8,(0181 + • • 'Or^r+OB^t)] 

(0 =a[ai a,a^i] [67]. 

Nun rollte, wie oben gezeigt, 

ch-1 = (? — 0)a,-Hi = 98^+1 — Oan-t 
fein, alfo wird 

[ai ap-Cr4.i] 

= e[ai a,a^i] — [aj- • -ajOar+i] 

= p[ai an-il — a[ai an-i] [nach i] 

= (? — «)[ar---a,-^i]. 
Setzt man dies in die Gleichung (c) ein, fo erhält man 
(k) {q — «7+ ^[8182 • • • aH-iCrf2 • • • • cj == 0, 
d. h. die Gleichungen (c) und (d) bestehen noch fort, wenn 
man, fo lange noch r <: a bleibt, in ihnen r -f 1 statt r fetzt, 
folglich bleiben He noch bestehen wenn r = a wird, d.h. 

„Wenn unter den Hauptzahlen des Quotienten Q mehrere, 
und zwar a einander gleich und zwar =a find, fo lassen fich 
a Grössen erster Stufe ai,**«-aa von der Art finden, dass 

dioEß mit n-^a der Grossen ei,- • -0^, etwa mit Ca-j-i, e^, 

in keiner Zahlbeziehung stehen, und 

(*) O«! =aai,[af0a2] =a[aiaa] u. f. w., endlich 
[8182- • • -aa-i -Oa«] =a[aia2- • • -aa] 
fei , dann wird die Gleichung für die Hauptzahlen q folgende : 

(**) (? - a)"[aia2 aaC«_|-i cj, wo 

(***) c, = (9-0)er 
für jeden Index r von a + 1 an bis n ist.^ 

Es kommt nun darauf an , die zu den Nennern a^, • • • a^ 
gehörigen Zähler des Bruches Q zu finden. Zunächst ist der 
zu dem Nenner ai gehörige Zähler nach dem Obigen gleich 
aai. Es fei der zu dem Nenner a, geh(Hrige Zähler x, d. h. 
Qa,s=x, fo hat man (aus *) 

[8182 • • -ar-ix] = o[8ia2 • • -aj. 
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d. h. [aiSa • • • Sr-iCx — «8^)] =0, 

airo besteht (nach 66) zwischen den Grössen ai, a29***ar-i, 

X — aa^ eine Zahlbeziehung, d. h. es ist 

X — aa, = a', , 
wo a^r irgend eine aus ai, a2,**'9r-i namerisoh ableitbare 
Grösse ist, und man erhält x = aar -f a',, d. h. 

(l) Oar = aar + a'r, 
wo a^r eine Vielfachenrumme von ai, a2,*-*ar-i ist. 

Es werde nun das Produkt von Q mit irgend einer aus 
&i9*'*Ba numerisch ableitbaren Grösse p unterfucbt, und zwar 
fei p = «lai + • • 'ttrarj wo r = < a, und «, ^ ist, fo hat 
man 

Op = O(0iai -I Mr) 

= «lOai + • • • • OjOar 

= Ojaai • • • • «paar -}- p' [nach 1], 

indem p' eine Vielfachenfumme von ai, aa,«* ar^i darstellt, 

= ap + p', d. h. 
„Die durch die obige Gleichuiig (^) bestimmten Grössen 
8i, a2,«"aa haben die Eigenschaft, dass jede VieUachenrumme 
derfolben der Gleichung 

(****) Op = ap + p' 
unterliegt, wo, wenn p aus den r ersten jener Grössen ableit- 
bar ist, p' aus den (r — 11 ersten derreifoen ableitbar ist.^ 

Es leuchtet unmittelbar ein , dass wenn von den Grössen 
8^2, a's'** ^^^ Gleichung (I) mehrere, etwa die Grössen a'29 

• ••a'r, null find, dann jede Vielfaehenfumme von ai,.**-*a, 
lieh durch die Multiplikation mit Q in ihr a-faches verwandelt, 
und alfo das zu a gehörige Hauptgebiet von Q (liehe 387) 
von r-ter Stufe ist. 

Wenn unter den Hauptzahlen von Q nicht nur a derfelben 
vorkommen, welche gleich a, fondern auch l», wdche gleich 
^, c, welche gleich y find u. f. w., wo a, /?, Yr*' alle von 
einander verschieden find, fo lassen fich nach dem Obigen 
h in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen bi, 

• •• b( von der Art angeben, dass jede Vielfachenfamme q 
von bi,* • -bb der Gleichung Qq^^ßq + q^ genügt, wo, wenn 
q aus dem m ersten jener Grössen ableitbar ist, q' aus den 
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(m— 1) ersten derfelben ableitbar ist, und ebenfo lassen Tich* 
c in keiner Zahlbezieliung zu einander stehende Grössen Ci^ 
•••C( von der Art angeben, dass jede Vieirachenfumme r von 
Cj,- . «Cc der Gleichung Qr = yr + r' genüge, wo, wenn r aus 
den m ersten der Grössen Ci,'-'Cc ableitbar ist, r^ aus den 
m — 1 ersten derfelben ableitbar ist u. T. w. Es Iftsst fich 
zeigen, dass dann die Grössen ai,-"aa, bi,'»«bj, Ci,--«Cc in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und airo als Nenner 
des Bruches gefetzt werden können. In der That nehmen 
wir z.B. an, dass zwischen den Grössen ai,«*-'*aa, bi,***b(y 
Ci,**-Cni-i. noch keine Zahlbeziehung bestehe, aber nun zwi- 
schen diesen Grössen uYid der Grösse Cm eine Zahlbeziehung 
hervortrete, fo wird diefe die Form haben 

(m) p + q + r = 0, 
wo p eine Vielfachenrummc von ai,-**aa, q eine Vielfachen- 
fumme von bj, •••b^, r eine Vielfachenfumme von Ci,«'«c 
ist, alfo wird auch 

= 0(p + q + r) / 

Fein. Dies ist aber, wie oben gezeigt, 

= ctp + p' + /^q + q'+yr + r', 
oder, indem wir statt r feinen Werth = — p — q aus der 
Gleichung (m) fetzen, 

' = (a-y)p + (/?-y)q + p' + q' + r'. 
Da nach dem Obigen r' aus Ci,«--Cni-i numerisch ab- 
leitbar Ist, fo find alle in diefer letzteren Gleichung vorkom- 
menden Grössen aus den nach der Annahme in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehenden Grössen ai,*-*aa9 b|,««b(, 
Ct,«*«Oni-.i numerrseh ableitbar. Die rechte Seite der letzten 
Gleichung wird fich alfo als Vielfachenfumme der letztge- 
nannten Grössen darstellen lassen, und da die linke Seite null 
ist, fo werden (nach 28) alle einzelnen Koeflicienten diefer 
Vielfachenfumme null fein. Wenn nun p von Null verschie- 
den, etwa ssxiai -f • • • •x^a^ wäre, wo x^ ^ ist, to würde 

p' nach dem Obigen aus ai, a^-i numerisch ableitbar fein, 

folglich würde a«, da es auch in q, q', r', nicht enthalten 
ist, in jener gleich null gefetzten Vielfachenfumme nur ein- 
nml vorkommen y nftnlich mit dem Koef&cienlen (a'^y)^^ ver- 
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bunden; diefer müsste alfo null fein^ was unmöglich ist, da x^ 
nach der Annahme ungleich null, und a ungleich / ist. Folg- 
lich isl die Annahme, dass p von Null verschieden fei, unmög- 
lich, d. h. p ist gleich null, aus gleichem Grunde ist q = 0. 
Dann aber folgt aus der Gleichung (m), dass r=0 ist. Da 
nun aber die Grössen ai,--*aa in keiner Zahlbeziebung zu 
einander stehen, To folgt aus p = 0, dass alle Kuefficicnlen 
des Ausdruckes , durch welchen p aus ai,-*'a« abgeleitet ist, 
null find, und dasfelbe folgt für q und r. Alfo enthält die 
Gleichung (m) gar keinen Ausdruck der Zahlbeziebung; es 
findet alfo eine folche zwischen den Grössen ai,**-8t9 bi,--- 
b), c^,**-C(,-** gar nicht statt, was zu zeigen war. Alfo 
„Wenn die Gleichung 

[(?ei — OciXpea — Oöj)- • • -(pc^ — OeJ] =0, 
welche in Bezug auf q vom n-ten Grade ist, a Wurzeln = a, 
b Wurzeln =:ß u. f. w. darbietet, wo a, ^,* • • von einander 
verschieden find, fo kann man n in keiner Zahlbßziehung zu 
einander stehende Grössen Si,- • * «a«, b^,* • • -b^,* • • • von der 
Art angeben, dass wenn p eine Vielfachenfumme der m ersten 
unter den Grössen ai,- • -aa, oder unter den Grössen b|,- • -b^, 
oder unter den Grössen irgend einer folgenden Gruppe ist, 
dann Qp im ersten Falle =ap -|- p', im zweiten =^p + P' 
u. f. w. fei , wo p' aus den m — 1 ersten Grössen derfelben 
Gruppe numerisch ableitbar ist.^ 

Anm. 1. Wenn unter den Wurzeln q ein Paar oder mehrere 
PaArc imaginärer Wurzeln vorkommen, fo ändert das in den gewon- 
nenen Kefultaten nichts, da die Beweisführung ebenfowohl für ima- 
ginäre wie fUr reelle Wurzeln gilt. Ea hat überdiea nicht die geringste 
Schwierigkeit, die aus imoginilren Wurzelpaaren nieesexiden Bestim- 
mungen in reelle Form umzufetzen, was ich daher dem Lefer über- 
li^se. 

Anm. 2. Die im Obigen entwickelten Gefetze find für die Theorie 
der geometrischen Verwandtschaften von Wichtigkeit. In der That 
stellt jeder Quotient, wenn er nicht mehr als vier Nonner enth&lt, 
gPQi][)etrisch gedeutet eine bestimmte kollineare Verwandtschaft dar, 
in der Art, dass jedes Punktfystem mit dem Quotieutcn multiplicirt 
ein dem ersteren kollineares Punktfystem liefert, und umgekehrt lässt 
fich jedes einem ursprünglichen Punktfystem kollinear verwandte 
Punktfystem aus jenem durch Multiplikation mit einem Quotienten 
ableiten. Der Quotient gewährt nun vor jeder andern analytischen 
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Einkleidang jener Verwandtechaft den Vortheil, dass fich die wefent- 
Jicben Eigenthümlichkeitcn der Verwandtschaft an ihm auf die ein- 
fachste Weife fymbolisch darstellen. Sind z, B. die yier Hauptzahlen 
eines Quotienten mit Tier Nennern alle reell and TOn einander Ter- 
8chieden, fo bieten je zwei kollinear verwandte Punktfysteme im 
Ranme, welche durch jene Quotienten dargestellt werden können, 
vier Punkte dar, von denen keine drei in einer Ebene liegen, und 
welche mit den ihnen entsprechenden snfammenfialleB, ttnd ausser 
diefen giebt es keinen fünften Punkt, welcher mit dem ihm entsprechen- 
den Punkte des andern Systems zuIammenföUt. Ebenfo enthalten die 
vorhergehenden Sätze die befonderen Beziehungen kollinearer Ver- 
wandtschaft für die Fälle, wo mehrere der Hauptzahlen des zugehö- 
rigen Quotienten einander gleich werden. Die speciellen geometrischen 
Verwandtschaften, welche der KoUineation untergeordnet find, gehen 
durch specielle Annahmen hervor. So z. B, <Üe Affinität durch die 
Annahme , dass den unendlich entfernten Punkten jedes Systems auch 
unendlich entfernte Punkte des andern entsprechen. Femer die Gleich- 
heit durch die Annahme , dass ausserdem das Produkt der Hauptzahlen, 
d. h. der Potenzwerth des Quotienten gleich eins fei, die Kongraens 
durch die Annahme, dass die entsprechenden Strecken gleich laag 
fein follen (d. h. entweder = 1 , oder =s ^ 1 , oder = cos. a -f* i fin. a), 
die Kongruenz verwandelt fich in die Symmetrie, wenn das Produkt 
der Hauptzahlen =^ — 1 statt -f 1 wird. Endlich die Aehnlichkeit geht 
aus der Affinität hervor durch die Annahme, dass die entsprechenden 
Strecken numerisch in gleichem Verhältnisse stehen. Wir betrachten 
nnn im Folgenden noch eine specielle Form des Quotienten, welche 
mit der Verwandtschaft der Rcclprocität in engster Beziehung steht. 

991. Wenn ein Brueh Q die Eigensohaft hal, dass für 
belietrige von Null verschiedene Grössen erster Slufe a und b 

(a) [Oa|b] = [Ob|a] und [Oa|a] ^ 

ist, Co lassen Tich stets n in keiner Zahibeziehnng zn einander 
stehende Grössen erster Stufe Ci,**-Ca von der Art finden^ 
dass 

(b) [OcJcJ = 

ist 9 fobatd r von s verschieden ist. Ferner find dann die n 
Hauptzahlen des Bruches Q alle reell, und unter ihnen fo 
viel pofitive, als es unter den Produkten 

(c) [Oci|C|],.--[OCn|c«] 

poliiiTe giebt. Endlich lassen fich stets n zu einander nor- 
male Grössen ei,***eB von der Art finden, dass jede derfel- 
ben mit Q multiplicirt ein Vielfaches derfelben Heferl, aIA> 
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(d) Oer = ?rer, wo 

(e) [e,|ej=0 

für jedes von r verschiedene s. 

Beweis. Ich zeige zuerst , dass lieh n Grössen Ci,* • -c^^ 
der verlangten Art finden lassen. Es genügt zu zeigen, dass 
rie der Gleichung (^3 für den Fall genügen, dass r < s ist, 
denn da nach der Vorausfetzung (a) [Qc^c^] = [OcJcJ ist, 
To folgt dann , dass die Bedingung auch bestehen bleibt , wenn 
umgekehrt der erste Index grösser ist als der zweite. Wir 
fetzen der Kürze wegen Qc^^k^, fo zeige ich zunächst, dass 
man n von null verschiedene Grössen erster Stufe C|,«**Cs 
finden kann, welche den Gleichungen [kr'cJsO, für jedes r 
<: s genügen. Nach 189 können wir diefe Gleichungen auch 
schreiben [Ca|kj = 0. Zunächst wählen wir für Ci eine be- 
liebige (von Null verschiedene) Grösse (erster Stufe). Dann 
muss C3 der Gleichung [cslk^] =0 genügen, d. h. c^ muss zu 
kl normal fein (nach 152), oder anders ausgadriickt, C2 muss 
dem Gebiete |k|, welches von n— 1-ter Stufe ist, angehören. 
Im Uebrigen fei C2 willkürlich. Ferner muss C3 den Glei- 
chungen [Calki] = [cgik,] =0 genügen, d. h. c, muss den 
Gebieten jk^ und |k2 angehören, alfo dem ihnen gemeinschaft- 
lichen Gebiete, diefes ist (nach 25) mindestens von (n — 2)-ter 
Stufe, in ihm fei C3 willkürlich. Aus gleichem Grunde muss 
C4 den Gleichungen .[C4|ki] = [c4|kg]s=[c4|k3]=:9:0 genügen, 
alfo demjenigen Gebiete angehören, was (ten drei. Gebieten 
(n — l)-ter Stufe [ki, jkj, \k^ gemeinschafUich ist, dies Gebiet 
ist mindestens yon, (n — 3)-ter Stufe, in ihm fei C4 willkür- 
lich, und fo fahre man fort. Endlich c^muss den Gleichungen 

K|kJ = [C^jkj] =....= [Cjkn-l] = 

genügen, d. h. c^ muss den (n — 1) Gebieten (n *- l)-ter 
StuCe.|k|, Ika,** «Ika^. angehören, diefe haben mindestens ein 
Gebiet erster Stufe gemeinschaftlich, in diefem fei c^ beliebig 
(aber von Null verschieden) angenonimen. Somit haben wir 
jetzt n von Null verschiedene Grössen, welche den Gleichun- 
gen .[C3|k,] = 0, d. h. = [k,|cj = [Ocjc«] zunächst für jedes 
r <: s genügen, alfo auch nach Gleichung (a) für jedes von r 
verschiedene s.. Es ist noch zu zeigen^ dass Ci9-'*Cb in 
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keiner Zahlbeziehung zu einander stehen. Angeiiomaien, es 
herrschte zwischen ihnen die Zahlbeziehung XtCi -f * * *4-XaCn 
= 0, wo mindestens einer der KoefBpienten , z. B. x, von NuU 
verschieden ist, fo hftlte man 

weil alle übrigen Produkte null Hnd, airo hätte man, da x, 
^ ist, [Oc,|Cy] = 0, was gegen die Vorausfetzung (in a) 
streitet, alfo ist es unmöglich, dass Ci,***Cn in einer Zahlbe- 
ziehung zu einander stehen. Nun fei [OCr!c,l = ar, und a, 

^^c^'-Va, gefetzt. Dann bilden die Grössen ai,««-*an einen 
Verein, welcher den Begingungen 

(f) [Oa>J=:0, 
wenn r ^ s, und 

(?) [Oa>J = l 
unterliegt, und zwar ist a, reell, wenn [OCr|cJ pofitiv ist; 
hingegen ist a, einfach imaginftr, d. h. als Produkt einer reellen 
Grösse und der Quadratwurzel aus — 1 darstellbar, wenn 
[Oc,|Cr] negativ ist. Es find alfo unter den Grössen aij-'-a^ 
fo viel reelle, als unter den Produkten [Oci|ci],- ••[OCn'eJ 
pofitive find. Ich will jeden folchen Verein ai,* * 8^, welcher 
den Gleichungen f und g unterliegt, und in welchem jede 
der Grössen ai,* • -a^ entweder reell oder einfach imaginftr ist, 
der Kürze wegen einen konjugirten Verein nennen. Es zeigt 
ftch nun, dass ein folcher Verein bei circulftrer Aenderung: 
der darin vorkommenden Grössen wiederum ein folcher Verein 
bleibt, und zwar fo, dass die Anzahl der reellen unter den 
n Grössen in dem einen Verein eben fo gross ist wie ia dem 
andern. Hierbei will ich unter circulflrer Aenderung zweier 
Grössen ti und 82, wenn beide redt, eder beide einfacii im«^* 
ginftr find, den Uebergang derfelben in zwei andere Grössen' 
b| und b) verstehen, von denen 

(h) bi = xai + yaj 
bj = xsa — yai 
ist, während x und y beide reell find, und die Summe ihrer 
Quadrate eins ist, alfo 
x2 + y3=l. 

Hingegen wenn von den beiden Grössen ai und a^ die ekio 
reell, die andere imaginftr ist, fo foll ' 
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bi = xai + yia»' 
bj = xa2 -^ yisa 

fein, wo i = y — 1, x und y beide reell find, und x' — y', 
d. h. x^ + (yi)*= 1 ist, oder anders ausgedrückt, die Glei- 
chungen (h) stellen jede circnifire Aenderung von a| und a^ 
dar, wenn x immer reell, y aber nur dann imaginär und 
zwar einfach imagin&r ist, wenn von den Grössen ai und a^ 
die eine reell und die andere einfach imaginär ist. Es leuch- 
tet unmittelbar ein, dass auch^bi und b^ beide reell, oder 
beide einrach imaginär find, oder eine derfelben reell ^ die 
andere einrach imaginär ist, je nachdem dies für ai und 8} 
der Fall war, und dass aKo die Anzahl der reellen Grössen 
des Vereins bei der circulären Aenderung diefelbe bleibt 
Ferner wird für jedes r >- 2 vermöge der Gleichungen b 

[Ob||aJ =x[0ai|aj + y[0a2|aj = 0, 
da [OailaJ ^^^ [Q^2\^t1 (nach i^iU find, aus gleichem Grande 
ist dann 

[Ob2W = 0. 
Ferner ist 

[Obilba] = x^[0a,laj ~ y'[Oa,!ai] + xyC[Oai|ai] 
- [Oa^la,]), 
oder da [Oaila^] = [0a2!ai]=0, und [0ai!ai] = [0a2|a2] = l ist, 

[0b,|b2]=0. 
Ferner ist 

[ObitbJ = x^[Oai|a,] + jKQn^M + 2xy[0ai|a2] , 
oder da [Oäi|a2] null, [0ai(ai] = [0a2|a2] = 1, und x' + y* 
= 1 ist , fo wird 

[Obt|b,]==l, 
und aus gleichem Grunde [Obslbj] = 1. Alfo geattgl der 
Verein, welcher aus ai, a2,--*an durch eirculäre Aenderung 
zweier Grössen hervorgeht, noch immer den Gleichungen f 
und g, airo auch jeder Verein, welcher aus ai, a2,--'an durch 
wiederholte eirculäre Aenderung hervorgeht. 

Ich zeige nun, dass wenn irgend zwei der Grössen ai, 
•••an, etwa ai und 82 noch nicht zu ehiander normid find, 
man He durch eirculäre Aenderung normal zu einander machen 
kann, und dass dabei das Produkt der numerischen Werihe 
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(üefflr Gröuen jedesro»! abmmnt. In der Thal foUen bi Unit 
bj ZH einander normal fein, d. b. (nach 152) [bijbj] sss ttm^ 
fo bat Mao (nach b) 

= [(xaj + ya,)|(xa, - yai)] 
= x»[ai|a,] - y'Caija,] + xy(a,* — a,') 

_ X» _ yä _ 2yxyj 
wo / = (ai' — a^') : 2[ai|ag] ist», hierana folgt 

Sind auQ 14 »od a^ beide reell oder beide einfach Imaginär, 

fo ist / reell, alfo auch — reell, alFo können wir dann x und 

y beide reell annehmen , und die Aenderung ist eine circal|re. 
I&t hingegen yqa den Grüssen ai und a^ die eine reell c=:r, 

die andere einfach imaginftr = r'i (wo \=y — 4), fo wird y 
= f (r^ + r'*) : »[rlr'] , alfo 

— \ 2[r|r'l J~\:'^ Z[t\rq A »[rjr'] J 

= rf_ih_2[r|r'] +r^^ afrjr^] — r^ ^ r^^ 

~ 2[r(r'] 2[r|r'] 

_ (r + rypr - rQ^ 

~ 4[r\TT 

Mo ist y 1 -fy^ einfach imaginftr, aber avch y, alfo auch ikrei 
Summe, d. h. x:y; nehmen wir alfo x reell an, fe wird 7 
einfach ima^nilr, aber dies war gerade die Bedingiuig der 
circutlren Aenderung fQr diefenFall, alfo lassen floh in alten 
Fftllen je zwei der Grdssen des Vereins, die nooh nickt nor** 
mal zu dnander find, durch circuläre Aenderung normal zu 
einander machen. Es ist noch zu zeigen, dass bei diefer 
Aenderung dfis Produkt der num^itschen Werlhe der. Grössen 
kleiner wird. Hierbei foU unter dem numerischen Werlhe/ 
einer Grösse ri, wo r reell, und 1 = ^ — 1 ist, der numeri- 
sche Wer^i von r verstanden fein. In diefem Sinne feien ai 
und 02 die numerischen Wcrthe von ai und 82 , und ^1 ^^^ 
ßi die von bi und bj, fo ist (nach 15&) [aiat]' = [bib2]V 
aber (nach 198j ist [aiaa]* = (a|a2rin.^aia2)^ wenn «i und 
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«2 reell fUid; dasfelbe wird nmi auch 4ier Fall fein, wem üi 
ufld aa einfach imaginftr, und unter ^aia^ stets der Winkel 
zwischen den entsprechenden reellen Grössen TerslMi^en ist; 
wenn hingegen eine der Grössen ai und a^ reell, die andere 
einfach isiaginir ist, fo wird [aia^]^ s= — (0^02 ^in.^alaa)^ 
aber dann auch [bib2]' = — (/^i/^sfln.^bib))^, alfo da [aia^]^ 
= [b|b2]' ist, fo ist in allen Fällen 

(Oiaj fin. ^8182)* = ißiß^ fin. ^btbj)^ 
Wenn nun ai und as nicht zu einander normal, hingegen b^ 
und ba zu einander normal find, fo ist (fln.^aias)'^^ 1, 
(rin.^bib^)*^!, alfo ((h(h)^<^ ißißiVy d. h. da a^, 0^, ft, ßi 
pontiv find, aiOj <^ /9i/92. Alfo wenn von den Grössen eines 
koBJugirten Vereins irgend zwei noch nicht zu einander nor- 
mal find, fo Iftsst fich der Verein circulftr fo umwandeln, dass 
das Produkt der numerischen Werthe aller Grössen des Ver- 
eins kleiner wird. Da es nun ein minimum für dies Produkt 
geben muss, und dies minimum nur eintreten kann, wenn alle 
Grössen des Vereins zu einander normal flnd, fu muss fich 
alfo durch (wiederholte) circulftre Aenderung aus dem Verein 
ai, 9^2 '"^n ein Verein ableiten lassen, von dessen n Grössen 
je zwei zu einander normal Tmd. Es fei r^, r2,*«ra diefer 
Verein, fo genügt derfelbe, da er aus dem Verein ai, 82, - - • 
An abgeleitet ist, wie oben bewiefen noch den Gleichungen 
f und g, und enthtit eben fo viele reelle Grössen,' wie der 
letztere Verein, alfe eben fo viele reelle Grössen, als unter 
den Produkten [Ocijci],-* --[OCnlcJ pofitve Produkte vorkom- 
men. Nun fei Ori^sx^ri +• • «x^rQ, fo verwandelt fich die 
in der Qruppe f enthaltene Gleichung = [Qrilr,] in = ([Xir^ 
+ X2ri +•• •Xnfn)|r2] = Xj[r2!r2], da alle übrigen Produkte 
[^li^i]) [1*8 kl] u. f. w. wegen der normalen Beziehung (nach 
152) null find. Da nun ferner rj, alfo auch [r2|r2] von Null 
verschieden ist, fo .folgt aus der Gleichung^ = X2[r2|r^], 4ms 
x^^siO fei; auf gleiche Weile folgt x^ =3=0,- • • -XasO, alfo 
Qr|S=X|r|. Dann verwandelt fich die in der Gruppe g ent- 
hattene Gleichung l=[Ort.'rt] in 1 «==x,[ri|rt]ÄXtri^ d. h. 
X| ist vss 1 ; rj^, alfo . 
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und aas gieichem Grunde -ist 

Setzt man 

11 1 

0) r7 = ?i» 7-^ = ?2,--- :ri = Qip 

und fetzt Fi, r^,- • •r^ als die Nenner des Bruches 0» fo wer- 
den alfo die zugehörigen Zfthler ^iri, Q2^2r ' *9iJnj ^^ ^^^ 
Zfthler des Bruches q — werden alfo iq — Qt)^u (? — 9i)hj 
* * *(? — Qn)^A9 ^' Potenz werth des Bruches ^ — ist (nach 
383) gleich dem kombinatorischen Producte feiner Zfthler 
dividirt durch das Teiner Nenner, aKo gleich (q — ^^X? — ^2) 
'"(.Q — Qn)' Die Gleichung aber, durch welche die Haupt- 
zahlen Q eines Quotienten bedingt find, drückt aus, dass der 
Potenz werth von ^ — Q null fei, alfo hat man 

i(f — QiXq - €2)- • • -(e - ?n) = 0, 
d. h. ^1, ^^ fmd die Hauptzahlen von Q, es waren diefeU 

1 1 1 

ben (nach (i)) gleich — r, —7, • • • • --r. Je nachdem nun r 

1 
reell oder einfach imaginär ist, ist — pofitiv oder negativ, 

alfo kommen unter den Hauptzahlen von fo viel pofitive 
vor, als unter den Grössen ri, r^j-or^ reelle vorkommen, 
d. h. wie oben gezeigt, als witer den Produkten [Oci|ci], 
* " [QCb cj pontive vorkommen. Alfo ist der Satz vollstftn- 
dig erwiefen. 

Anm. Die Hauptzahlen des Quotienten Q und die zugehörigen 
Grössen r|, r^i,-- Vn lassen lieh durch das Verfahren in 388 unmittel- 
bar finden; es kam hier nur darauf an, die befonders einfachen Bezie- 
hungen, welche unter der speciellen Vorausfetzung, die wir für Q 
gemacht hatten, zwischen jenen Grössen hervortreten, abzuleiten. 
Gelegentlich kommt in dem oben gegebenen Beweife der Beweis des 
üdgeBanaten Trttgheitsgefetzea quadratischer Formen vor*, auch Iftsst 
fich aas ihm der Sturm'ache Satz über die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen leicht ableiten. Auf die Geometrie angewandt, schlieast unfer 
Satz den Satz ein, dass jede algebraische Oberfläche zweiter Ordnung 
drei reelle Hauptaxen enthält, und der Satz 388 lehrt diefelben nnmit- 
tclbor finden. 
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§. S. Die Fnnktionea als extensive Grössen. 

392. Erklärung. Ich Tage, eine Funktion f Tei aus 
einer oder mehreren Funktionen f|, f^y*** numerisch ableit- 
bar, wenn fich f in der Form 

f = Äi fi -f- Ctj fj -{-•••• 
darstellen lässt, wo ai, Oa,**- Zahigrössen ausdräcken, die 
entweder konstant oder doch von den Variabein d^ Funk- 
tionen unabhängig Hnd, und wo das Gleichheitszeichen die 
Gleidiheit für beliebige Werthe dierer letzteren Yariabeln 
ausfagt. 

An in. Nachdem diele Definition festgestellt ist, beziehen Cch 
alle bisher aufgestellten Erklärungen und Sätze unmittelbar auch auf 
Funktionen, welche hiernach als extenlive Grössen erscheinen. Es ist 
diefe Betrachtungsweife für die Funktionenlehre und daher auch fflr 
die Theorie der Kurven und Oberflächen von grosser Bedeutung, wie 
fich unten zeigen wird. Auch kann ße dazu dienen, um unabhängig 
von den früheren geometrischen Ent Wickelungen, den Begriff der 
Addition von Punkten, Linien, Flächen u. f. w. festzustellen. Für die 
Schärfe der Auffassung ist noch zu bemerken, dass stets festgestellt 
fein, muss, welches die Variabein find, von denen die Funktionen ab- 
hängig gedacht werden folien, und auf die fich fomit auch die obige 
Dcfinitionsgleichung bezieht. Um ein Beispiel für die befondere Ge- 
staltung der allgemeinen Begriffe zu geben, wenn Funktionen als ^n- 
heiten gefetzt werden, betrachte ich die 6 Funktionen x^, y^ xy, x, 
y, 1, in denen x und y die Variabein find. Diefe stehen in keiner 
ZahlbeziehuDg zu einander, da, wenn ax^ + by^-fcxy + dx + ey + f 
=sO fein foll, für jeden Werth von x und y, alle Kocfficienten a, b, 
c, d, e, f null fein müssen. Wir können alfo jene 6 Funktionen als 
ein System von Einheiten fetzen. Die aus ihnen numerisch ableit- 
baren Funktionen find die Funktionen zweiten Grades mit zwei Va- 
riabein. Diefe bilden alfo ein Funktionsgebiet 6-ter Stufe. Aus 6 in 
keiner Zahlbeziebung zu einander stehenden Funktionen zweiten Grades 
mit 2 Variabein lassen floh alfo alle Funktionen zweiten Grades mit 
2 Variabein numerisch ableiten. 

393. Erklftrnng. Es feien x und y die Koordinaten 
eihes Punktes in der Ebene (oder x, y, z die Koordinaten 
eines Punktes im Räume), ferner feien fi, f,,* • -fn n in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende Funktionen diefer Koor- 
dinaten und Tei 

frrrXjfi + Xafj -^ xj„ , 
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d. b. xj,* • • Xn dio Ableilxablen 9 durch welche f aus fi,* • • f^ 
ableitbar ist. Endlich herrsche zwischen diefen Ableitzahlen 
die Gleichung 

(a) sp(xi, Xa,-..xj = 0, 
fo nenne ich die Gerammtheit der Kuryen (Oberflächen) f =0, 
für welche die Ableitzahlen von f der Gleichung (a) genttgen, 
ein zu diefer Gleichung gehöriges Kurvengebilde (Flächen- 
gebilde), und zwar ein Kurvengebilde (Flachengebiet) n-ten 
Grades, wenn die Gleichung (a) vom n-ten Grade ist Sind 
ins Berondere fi, fj, f, Funktionen ersten Grades von x und 
y und 

f=Xifi + X2f2+X3f3, 

fo bedingt die homogene Gleichung 

SP(Xi, X,, X3) = 

ein Liniengebilde in der Ebene, und find fi, f^, fg, ft Funk- 
tionen ersten Grades, von x, y, z, und 

f = x,fj + Xjfa + Xafa -f X4f4, 
fo bedingt die homogene Gleichung 

y(xi, xj, X3, X4) = 
ein Ebenengebilde im Räume. 

Anm. Die ganze hier eingeleitete Idee ist nicht anders als die 
naturgemässe Erweiterung des Begriffs der Koordinaten, welche aus 
dem Wefen diefes Begriffs von Telbst hervorgeht. Die Koordinaten 
Hnd, auf ihre ursprüngliche Idee zurückgeführt, die Ableitzahlen 
einer GrOsse , durch welche diefe Grösse aus mehreren in keiner Zahl- 
bcsiehuDg zu einander stehenden Einheiten hervorgeht. Sabstituiren 
wir nun diefen Einheiten Funktionen der ursprünglichen Koordinaten, 
fo geht der obige allgemeinere Begriff hervor. Diü£e Funktionen, 
welche als Einheiten gefetzt find , werden dann in der Ebene jede 
durch eine Kurve und einen Koeffidenten dargestellt, nämlich durch 
die Korve, welche alle Punkte umiSzsst, deren nrsprüngliehe Koor- 
dinaten jene Funktion nnii machen, und durch den Koeffidenten 
irgend eines von Null verschiedenen Gliedes der Funktion; wobei 
dann einerfeits durch diefe Funktion fowohl jene Kurve als jener 
Kocfficient, andererfeits durch die letzteren die erstcre bestimmt ist. 
Diefe Kurven fclbst repräfentiren die r&umliche Lage der Einheiten 
und diefe Koefftcienten ihre metrischen Werthe. Ausser dem in dem 
Lehrfiztze angedenteten Falle, wo A 1 h'i "' Funktionen ersten Grades 
find, werde ich hier noch den Fall betrachten, wo tu f])*** Kreis- 
fauktionen find. 
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394. Erklärung. Die Funktioa 

.x' + Y' + ßx+n + i 
nenne ich eine einfache Kreisfunktion, die Funktion 

eine a-fac&e Kreis fuoktron. Und wenn «f(x, y) eine Kreis- 
fttüklion ist, fo nenne ich den Kreis, dessen Gleichung, bei 
rechtwinkligen Koordinaten, 

fix, y) = 
ist, den zu diefer Funktion gehörigen Kreis. 

895. Alle Kreisfunktionen Find ans vier in keiner Zahl- 
beziehung zu ^einander stehenden Kreisfunktionen numerisch 
ableitbar. 

Beweis. Jede Kreisfunktion ist aus den vier in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehenden Funktionen x^ -f y'^ x, 
y, 1 numerisch ableitbar. Folglich auch (nach 24) aus be» 
liebigen vier in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden, 
aus x^ -f y^ ^9 Yj 1 ableitbaren Funktionen, d.h. aus vier 
reichen Kreisfunktionen. 

396. Der Doppelabstand (liehe 345) eines Punktes (x% 
yO von einem Kreife, dessen Gleichung 

f(x, y) = 

ist, wo f(x, y) eine einfache Kreisfunktion bezeichnet, ist 

gleich 

f(x', yO. 
Anm. Der Beweis durch Koordinaten ist bekannt. Viel einfacher 
ist jedoch der auf dem Begriff extenilver * Grössen beruhende Bevreia. 
£s gründet floh diefer darauf, dass, wenn p ein variabler Funkt, a 
der Süttelpunkt des Kreifes und a' fein Radius ist, 

(p — ap — a'a = 
die Gleichung des Kreifes ist, und die linke Seite derfelben zugleich 
den Doppelabstand des Punktes p von dem Kreife darstellt, ^nras 
beides unmittelbar im Begriffe liegt. 

397. Drei Kreife stehen dann und nur dann in einer 
Zahlbeziehung zu einander, wenn Tic alle drei durch die- 
felben zwei (reellen oder imaginären) Punkte gehen. 

Beweis. Es feien f|, 4^ t^ drei Kreisfunktionen tob 
X und y, kl, k^, k^ die drei Kreife deren Gleichungen be- 
ziehlich 
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fi = 0, f2=0, f8t=:0 
Hnd. Es fei zuerst eine Zahlbeziehung zwischen ihnen an* 
genommen, etwa 

(a) f3=aif|+a2f2. 
Die Durchschnittspankte der Kreife k| und k, Tind nun die«* 
jenigen Punkte, für welche gleichzeitig fi und (^ null find; 
dann Ist aber vermöge der Gleichnng (a) auch fg null, d. h. 
diefe Durchschnitlspunkte liegen auch in dem Kreife k,. Nun 
Tei umgekehrt angenommen, dass die Durcbschnittspunkte von 
kl und k2 auch in k, liegen. Für irgend einen dritten Punkt 
(x', yO in ka mögen , wenn man feine Koordinaten statt x und 
y in die Funktionen f^ und f, einführt, diefe beziehlich die 
Werthe Ci und Oa annehmen, fo bat der Kreis, dessen Gleichung 

ist, mit ks ausser den obigen Durchschnittspunkfen noch den 
Punkt (x', yO gemein, alfo drei Punkte, ist ihm alfo identisch, 
d. h. der Kreis ks ist aus k| und k, numerisch ableitbar. 

Anm. Wenn die Durchschnittspankte der Kreife ki und k^ ima- 
ginär werden, fo hat jeder Kreis, der diefelben beiden imaginären 
Panktc enthält, die Eigenschaft, dass fein Mittelpunkt mit den Mittel- 
punkten jener Kreife in gerader Linie liegt, und die drei Kreife die- 
felbe Linie gleichen Doppelabstandes (gleicher Potenz nach Steiner) 
haben. 

398. Zwei Kreife haben stets eine gerade Linie des 
gleichen Doppelabstandes und drei Kreife stets einen Punkt 
des gleichen Doppelabstandes und zwar wenn f^, f,, f3 drei 
einfache Kreisfunktionen find, fo Ist 

fi-f,=0 
die Gleichung flür die gerade Linie des gleichen Doppelab«- 
siandes von den zu f^ und fj gehörigen Kreifen, und der 
Punkt, weleher durch die Gleichungen 

fj — f,=0, fi — f3=0 
bestimmt ist, ist der Punkt des gleichen Doppelabstandes von 
den drei zu f|, f^, fj gehörigen Kreifen. 

Beweis. Für die Punkte des gleichen Doppelabstandee 
der zu den einfachen Funktionen fi, fj gehörigen Kreife hat 
man (nach 396) 

fj = l^, d.h. fi~-fj=0. 
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Da aber fi und f, einfache Kreisfiinktionen find, fo hoben 
Tich in der Differenz fi - fj die quadratischen Glieder auf und 
fi — f2 wird eine lineare Funktion, alfo f^ — f2 =0 die Glei- 
chung einer geraden Linie. Für den Punkt P des gleichen 
linlren AbsUndea von den drei zu fi, f^, f, gehörigen Kreifen 
bat man aus gleichem Grunde f^ = fj = fa , d. h. f^ — f, = 
und f| — f3=0; alfo is( P der Durcbschnittspunkt der durch 
die letzten zwei Gleichungen dargestellten geraden Linien. 

Anm. Für zwei concentrische Kreife wird jene Linie unendlich 
entfernt, für identische unbestimmt. Für drei Kreife, deren lüttel- 
punkte in gerader Linie liegen, wird der Punkt des gleichen Abstan* 
des entweder unendlich entfernt, oder unbestimmt innerhalb einer 
geraden Linie oder ganz unbestimmt, je nachdem zwischen den drei 
Kreifen keine, eine, oder zwei Zahlbeziehungen herrschen, in welchem 
letztern Falle die drei Kreife identisch find. 

399. Vier Kreife stehen dann und nur dann in einer 
Zahlbeziehung zu einander, wenn fie alle vier einen Punkt a 
des gleichen Doppelabstandes haben, und zwar stehen fie, 
wenn a endlich entfernt ist, in derfelben Zahlbeziehung zu 
einander wio ihre Miltelpunkte. 

Beweis 1. Es feien fi, f^, f^, f« vier einfache Kreis- 
funktionen, kl, k2, ks, kl die zugehörigen Kreife. Es fei 
zuerst angenommen, dass jene vier Funktionen in einer ZahN 
heziebung zu einander stehen, fo dass etwa 

fei, fo muss, da alle vier Funktionen einfache Kreisfunktionen 
Hnd, ai -f- 02 + «3 = i ^ein. FOr den Punkt a des gleichen 
Doppelabstandes von drei Kreifen ki, k2, k^ hat man (nach 
398) f, = f) = fa , alfo wird für diefon Punkt 

fi=^(Sh + ai +«3)'i = fi, 
da cti -f ^ + <^3 = i i^W <!• h. der Punkt a ist Punkt des 
gleichen Doppelabstandes von den vier Kreifen kj, k2, k^, k«. 
2. Es fei umgekehrt angenommen, dass a ein endlich 
entfernter Punkt fei , welcher gleichen Doppelabstand von den 
vier Kreifen ki, k2, ks, k4 habe; es feien ai, aj, as, 84 die 
von dem Punkte a nach den Mittelpunkten jener Kreife ge- 
zogenen Sirecken, und r^, r,, rs, r« die vier Radien, und 
p die variable von a nach einem beliebigen Punkte der Kreis- 
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innfllnge gezogene Strecke, To nehmen fj, r^, fj, r« dte 
Form an 

f- = CP - a.)^ - r| = p^ - 2[ajp] + *, 
wo i^s^^^^ri isl. Nach 396 stellt zugleich d den Doppel* 
abstand des Punktes, für welchen p==0 ist, d. h. des Punk- 
tes a, von dem Kreife K^ dar. Diefer Doppelabstand ist nach 
der Yorausfelzung für die vier Kreife ki,- • k^ derfelbe. Ferner 
besteht (nach 233) zwischen den einfachen Mittelpunkten der 
Kreife ki,*«*k4 eine Zahlbeziehung; diefelbe Zahlbeziehung 
findet (nach 222) auch zwischen den Strecken statt, welche 
von einem beliebigen Punkte nach jenen Mittelpunkten gezogen 
Tind, alfo auch zwischen ai,**a4. Es fei 

84 = ßjai -f ßa^a + ^383 
diefe Zahlbeziehung, fo muss, da die Mittelpunkte einfache 
Funkte find, a^ 4* <^i + <^ = 1 f^in; dann hat man 

f* = P' - 2[a4|p] + 3 
= p^ — 2[(aiai + ajaj + a3a3);p] + S 

=(«1 + «2 + «aXp^ + 3) — ZK(tiH+(h^M +«3a3)|p] 

= öifi + ajfa + (hh* 
3. Ist der Punkt a des gleichen Doppelabstandes unend* 
lieh entfernt, fo liegen (nach 398) die Mittelpunkte der vier 
Kreife in einer geraden Linie. Vier folche Kreife stehen aber 
stets in einer Zahlbeziehung zu einander; denn macht man 
diefe gerade Linien zur Abscissenaxe (der x), fo werden die 
vier Funktionen fi , • • • f4 von der Form 

fa = x» + y^-2i?x + (J3, 
indem das Glied mit y wcgfftllt. Es find alfo dann die Funk- 
tionen ff , • • • f4 aus den drei Funktionen x^ + y^, ;k und 1 
numerisch ableitbar, stehen alfo (nach 392) in einer Zafaibe* 
Ziehung zu einander. 

An m. Wenn der Punkt a des gleichen Doppelabetandea von yI^ 
Kreifen ausserhalb eines der Kreife liegt, fo ist der Doppelabstand 
yon diefem Kreife, gemöss der Definition, poHtiv, alfo auch der 
Doppelabstand von den übrigen Kreifen pofitiv , a liegt dann zugleich 
ausserhalb der übrigen Kreife. Zieht man von a die Tangenten an 
die Tier Kreife , fo müssen diefe gleich fein , weil für jeden Kreis das 
Quadrat der von einem äusseren Punkte gezogenen Tangente gleich 
dem Doppelabstande diefes Punktes ist. Schlägt man alfo um a einen 
Kreis, dessen Radius gleich jenen Tangenten ist, fo werden alle vier 
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Kreife von diefem letztem Kreife fenkrecht geselmitten. liegt hin- 
gegen a innerhalb eines der Kreife, fo muss es auch innerhalb der 
andern liegen. Zieht man dann von a in irgend einem der Kreife 
diejenige Sehne, die durch a halbirt wird, fo ist das Qaadrat der 
halben Sehne gleich dem Doppelabstande des Punktes a von diefem 
Kreife, «eht man alfo in allen vier KreUCen die durch a halbirten 
Sehnen, fo müssen diefe alle einander gleich fein. Schlägt man end- 
lich um a mit der halben Sehne s einen Kreis, fo wird diefer Kreis 
von jedem der vier Kreife im Durchmesser, d. h. fo geschnitten, dass 
die beiden Durchschnittspunkte die Endpunkte eines und desfelben 
durch diefen Kreis gezogenen Durchmessers find. 

Man kann diesen in Durchmessern geschnittenen Kreis als einen 
fenkrecht schneidenden betrachten, dessen Radius imaginär =r)^ — 1 
ist, während a der Mittelpunkt bleibt und erlangt dadurch den Yor- 
theil eines gemeinschaftlichen Ausdrucks. Unfer Satz würde dann fo 
lauten : Vier Kreife stehen dann und nur dann in einer Zahlbeziehang 
zu einander, wenn ße von Kinem Kreife fenkrecht geschnitten werden, 
und zwar ist der Mittelpunkt diefes Kreifes der Punkt des gleichen 
Doppelabstandes von irgend dreien der vier Kreife, und der Radius 
gleich der Quadratwurzel diefes Abstandes. Wir können dies auch fo 
ausdrücken. Das aas drei Kreifen ableitbare Gebiet ist die Gefantimt- 
heit der Kreife , welche von einem und demfelben Kreife fenkrecht ge- 
schnitten werden. In diefem Sinne stellt alfo der letztgenannte Kreis 
jenes Gebiet, d. h. das aus Kreifen erzeugbare Gebiet dritter Stufe 
dar^ während das Gebiet zweiter Stufe durch einen Verein zweier 
Punkte dargestellt wurde. 

400. Aufgabe. Den Kreis zu finden, wekber aus n 
gegebenen einfachen Kreifen durch n gegebene Zahlen ab* 
leitbar ist. 

Auflöfung. Es feien aj, (h'*"^a ^i® ^ gegebenen 
Zahlen, ihre Summe a\ ferner fei ein beliebiger Punkt O ais 
Anfangspunkt aller Strecken angenommen , und feien die von 
ihm nach ^en n Mittelpunkten gezogenen Strecken ai, a^* • -a^, 
und die n Radien feien /?i, ßi^'^-ßn] femer fei die von 
nach dem variablen Punkte gezogene Strecke r, fo find die 
n zu den Kreifen gehörigen einfachen Funktionen 

(.r-B^y-ßl 
für jeden Werlh des Index a von 1 bis n. Alfo ist die ge- 
fuchte Kreisfunktion f, 

f = ZM(r-aa)^/?il] = Zaa [H- 2[r [aa] +a>* —ßl] 

= ar^ - 2[rJXaaaa] + Z^aC««* - ßl\ 
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weil ^a«=i= a angehoiininc^ii ist. Da ntin dei* Punkl irill* 
kftriich ist^ fo können wir ihn^ wenn a nicht nidlisly i% 
wfthlen, das9 er aus den n MiUelpunkten dng ch di e^ ZaMeA 
o^i9**'<^]i numerisch ableitbar ist. Dann ist ^aa|aftS=:0 «tid 
das zweite Glied fällt weg. Dann wird 

f=ar^ -|-Ztta(aa^- ffl> 
Setzen wir ^aaißl — 2^1) ^=^ aß\ fo wird 

f=a(r^-/?^), 
d. h. ^der Mittelpunkt des gefuchten Kreifes ist^ wenn die 
Summe der n gegebenen Zahlen nicht null ist^ der aus den 
n Mittelpunkten der gegebenen Kreife durch die n gegebeneh 
Zahlen ableitbare Punkte und den Radius' (i^) desfelhen erhalt man, 
wenn man die n Doppelabstftnde des gefundenen Mittelpunktes 
von den n gegebenen Kreifen beziehlich mit den n gegebene^ 
Zahlen mulliplicirt, die Summe diefer Pt*odukte durch die 
Summe der n gegebenen Zahlen dividirt, den Quotienten mH 
— 1 multipiicirt und aus'diefem Produkte d?e Wurzel zieht.^ 
Anm. Die Bebandlnng des Falles, wo a^^O wird, Überlasse ich 
dem- Leier. 

§. 6. Yerwandtsehaften von dem Gesichtspunkte der 
Funktionsverknüpfimg ans betrachtet 

401. Erklärung. Zwei Vereine von Grössen nenne 
ich verwandt y wenn jede Zahlbeziebung, wekhe Bwischoi 
den Grössen des ersten oder zweiten Vereines herrscht ^ auch 
zwischen den entsprechenden des andern stattfindet, d. h.. wem 
4er Grösse 

p =*: na -|- /?b 4- • • • 
die Grösse 

Pi = aai + /?bi H 

entspricht und umgekehrt , wo nimlich a, b,- •• ^ .beliebig^ 
Grössen des ersten Vereins und ai^ b|,**«« die eatspradienl- 
4len d^s andern, arid a, /},••* beliebige Zahlen find.. 

402. Wenn zwei Vereine von Grössen , in denen. di0 

Grössen eines jeden Vereins fich ausn in. kei|ier Zahlbeziehung 

IBU einander stehenden Grössen desfelben numerisch ahfeiieii 

lassen y einander verwandt fein foUen, fo kann man beliebigen 

18 
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n in keiner ZablbezielMing zu einander stehenden Grössen de^ 
(einen Vereins beliebige n derselben Bedingung unterworfene 
fir^sen des undera entsprechend fetzen ; dann ist zu jeder 
CIrosse eines jeden der beiden Vereine die entsprechende des 
andern genau bestimmte 

Beweis. Es feien a, b,**« n in beliebige,, in keiner 
Zahlbeziehung fEU einander stehende Grössen des einen , und 
>i 9 ^ij' ** n derfelben Bedingung unterworfene Grössen des 
andern Vereins, fo lässt fich nach der Yorausfetzung jede 
Grösse p des ersten Vereins aus a, b,** numerisch ableiten. 
Es fei 

p = aa + j3b 4- • • • 
der Ausdruek diefer Ableitung^ fo find (nach 29) die Zahlen 
(if ßi" ' genau bestimmt, fobald p eine bestimmte Grösse ist. 
Sollen nun beide Vereine verwandt fein, fo muss (nach 400) 
der Grös;»e p eine Grösse 

Pi*=aai+^biH 

entsprechen. Es ist alfo zu jeder Grösse des einen Vereins 
die entsprechende des andern genau bestimmt. Es ist noch 
zu zeigen, dass die fo gebildeten Vereine in der That ein- 
ander verwandt find, d. h. dass jede Zahlbcziehnn|[, welche 
zwischen den Grössen des ersten Vereins herrscht, auch zwi- 
schen den entsprechenden Grössen des zweiten her^siche und 
«Bgekehrt. Es fei 

(a) ^r + er» 4* • • • 3=5 Q 
eine zwischen den Grössen r, s,**.* des ersten Vereins herr- 
schende Zahlbeziehung, und feien r^, S|,*«* die den Grössen 
r, s,*-* entsprechenden Grössen des zweiten Vereins, fo ist 
zu zeigen, dass auch 

fei. Setzt man in (a) statt r, s,- ** die Ausdrücke ihrer Ab- 
leitung aus a, b,'*-«, löst die Klammem auf, und &sst die 
Glieder, welche a enthdten, in Ein Glied zufammen u. f. w^ 
fo erhält man einen Ausdruck der Form 

OA 'h ß^ -j- . . . • Ä= P, 
wo <t, /},"* Funktionen der Zahlgrössen ^, er,*** und der 
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Ableitongszahlea von r, 0,« • • nnd. Bi^lius folgte d« a, b^ 
in keiner Zahlbeziehnngf zu einander sieben, (nach 29) 

Wendet man nun dasrdbe Verfahren auf den Ausdruck 
d^t +^^i 4"** ^^f fo erhält man, da die Abieilzahlen von 
Fl, Si,**- diefelben find, wie die von r, s,***, 
Qff -f- c^S| -}-••• = ctSi -f- /?bi 4" • • • > 
wo üj ßs**' diefdbe Bedeutung hüben, wie öbeli. Da aber 
a, /?,•«« null Tind, fo erhält man 

jrj -|" d^^i 4" • • • =0| 
d. h. jede Zahlbeziehung, welche zwischen den Grössen de» 
ersten Vereins herrscht, herrscht auch zwischen den etit- 
sprechenden des zweiten, Und ebenfo umgekehrt, d. fa» dier 
beiden Vereine Hnd verwandt: 

403. Wenn maii aus zwei verwandle Vereinen zwei' 
neue Vereine dadurch ableitet, dass man jedem linealen Prorr. 
dvkl P,' was aus Grössen des ersten VereiAes gebildet ist^ 
dsqeiiige Prodtikt als entsprechend fetzt, welches nufgleMAiQ. 
Weife aus den entsprechendte Gnüssen des zweRen- Verejasi 
gebildet ist, fo fihd diare beidenf neuen Vereine einander gleich- 
falls verwandt; d; h. wenn r, s,«** beliebige iGrössen den 
einen und r^ , Si ,« • • die entsprechenden des verwandten V^rt 
eines find, und die linealen Produkte P(r, s,« •) undP(rt, s^,- # *).i 
einander entsprechend gefetzt werden, wie auch r, s,*^* ge- 
wählt fein mögen , fo find auch die fo erhaltenen Vereine einV 
ander verwandt. 

Beweis. Es feien a^, a^,* • • a^ Grössen des ersten Ver- 
eins, welche in keiner Zabibeziehung zu einander stehen^ und 
aus welcher fich alle Grössen des ersten Vereins numerisch ab^ 
leiten lassen, und b|, bj, • * • b^ die entsprechenden des andern, . 
welche alfo derfelben Bedingung unterworfen find, und fei 

alfo (nach 400) 

ri «=sXV«b«, Si as= ^cr»b^, • . ., 

fQ wird . ; '_ . 

P(r, s, * « Q— ^ eft<r> * > > P(a<, a>,' | ,; ' r^t ^ 

<. P(ra,Si,.-0=Z?«tfj---P(bir)bj,--)^ 
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Da nim diä Prodvktt lineale find, To rnuss (naoh 50) 
jede BedinguRgsglercbtfng, welche zwischen den Produkten 
P(8aiab«"*) herrscht, auch bestehen bleiben, wenn man 
st^t ai , 9^2^' " a^ die Gr&ssen bi , b, ,• • * b^ fetxi. Nun lassen 
(Ich (nach 49), wenn p die Anzahl der verschiedenen Pro*- 
dukie von der Form P(a«, a»,---) and q die Anzahl der von 
einander unabhängigen Bedingungsgicichungen ist, die ftmmt- 
Itehen Produkte P(a«, a»,* » •) aus p -- q darfelben, welche in 
keiner Zahlbeziehung zu einrader stehen, numerisch ableiten, 
und zwar fo , dass , wenn diefe p — q Produkte bestimmt find, 
attch für jedes lier 'fibrigen Produkte die Ableitzahlen bestimmt 
nud; Die Awdrüeke diefer AMvitutig (md mir von den Be^ 
din'gunlgsgleidhungen abhängig. Setzt man daher statt aj, a^,* • • 
überall bi, ba,-«*, fo mfissen, da die Bedingnngsgleichangen 
bei diefer Substitiilion noch geltend, bfotben, auch die Aus- 
drucke jener AUeilung bestdidn bleiben, d. h. wenn Ai, A^,* • • 
äib in keiner Zahlbezfehimg zu einander stehenden Produkte 
find, aus welchen Rtb alle übrigen Prodnkle der Form 
P(aa, ai,'**) ableiten lassen, und 

P(««, «>,• • •) =5=^1, «, v-Ai + «2, «,»,...^3 +• • • 
ist) wenn ferner Bi,B2, — diejenigen Produkte nnd,-weleke 
ans den Rrodokten A|, Ai,*-* daduriSh hervorgehen, dass 
man in dielbn bi, b,,-** statt ai, aa,-'-- fetzt, fo ist 

P(b«,bfr,--0»*ffi, «,^...Bi + «j, «,v.B3 +•••. 
AJfo 

P(r, s, • • ')=2^Qa(fi ' ' '( ai, a^ b,. ..Ai +<^, g, v. A a + ' O 

d: h. es ist P(r, s,* • •). durch diefelben Zahlen aus A|, Aj,- • • 
abgeleitet, wie das entsprechende Produkt P^r^, S|,**-) ans 
den entsprechenden Produkten Bj, B),*«*, d. h. (nach 401) 
es ist der Verein der Produkte P(r, s,* • •) verwandt dem Ver- 
eine der Entsprechenden Produkte P(r|, S|,**0* 

AOft. Man kann in zwei Vereinen , deren jeder aas n 
Grössen desfelben ableitbar ist, uad welche eiaaoder verwandt 
fein feilen, in jedem beliebige n -f 1 Grössen annehmen, von 
deii^ keine n in einer Zahlbeziefaung zu einander stehen, 
und festfetzeu, dass. den Q + 1 .GrO^n des ers^e^ Vereins 



Grössen entsprechen Tollen, welche den n -(* ^ iin zweiten 
Verein ang^enommenen Grössen kongruent find; dann ist zu 
jeder Grösse eines Vereines die entsprechende des andern, 
mit Ausnahme eines für alle gleichen Zahlkoefficienten,. ge- 
nau bestimmt. 

Beweis. Es Teien 8} • • • • an+i die Grössen des ersten und 
bi • • • »bi^-^i. die des zweiten Vereins, welche der im Satze aus- 
gesprochenen Bedingung unterworfen find, fo wird fich, ge- 
miss diefer Bedingung, jede der Grössen ai^'-^aB+i aus den 
übrigen durch Zahlen ableiten lassen, welche alle von Null 
verschieden find. Denn da der Verein ans n in keiner Zahl- 
beziehung zu einander stehenden Grössen ableitbar fein foll, 
fo muss er auch (nach 24) aus je n diefer Bedingung nnt^*« 
worfenen Grössen ableitbar fein, alb auch jede der Grössen 
8f,-"-a|^t aus den übrigen, und foUte von den Ableitzahlen 
irgend eine Null fein, fo würde zwischen den n übrigen, gegen 
die Vorausfetzung'eine Zahlbeziehung herrschen. Dasfelbe gilt 
I&r die Grössen h^-^-^bn+i- Nnn fei 

W \b.+i=iJ.b,+ --iJA, 
aifo «!,-•• 'On, ß\y"*'ßit nlle ungleich Null. 

Ferner feien Ci,-*« -Cj^-).i die Grössen, welche beziehlich 
den Grössen ai,« • -8.4.1 entsprechen und den Grössen bf • *\^i 
liongruent fein follen. Aus diefen Kongruenzen folgt, dass 
für jeden Index r von 1 bis n 4* ' fich c, als Produkt von b, 
in eine Null verschiedene Zahl x, motts darstellen lassen, alfo 

(b) c, = x^,. 

Da ferner Ci,*«--C|^i den Grössen ai,«*- -8.4.1 fo ent- 
sprechen follen, dass die Vereine verwandt find, fo muss 
(aach 401) 

(c) c»-K =?= ^^i "I V« 

fein. Stthatituirt man in (c) die Werthe aus (b) und divldirl 
mit X|^i , f erhält man 

b.+i = ^^bi+.....ii?^b.. 

Aber ans (a) hat man zugleich 
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alfo mufis (nach 29) 

Hierdurch bestiramen fich alle Unbekannto bu auf eine. 
Selzen wir x^+i = ^l, fo wird 

(d) x.=^,.---, x. = :^, x.+, = A. 

Wenn diere Bedingungen (d) errolU find, fo wird auch 
umgekehrt die Gleichung c erffllll. Dann Tind alfo die Ver- 
eine verwandt in Bezug auf die n -f 1 Grössen af • • 8^4-1 und 
die ünen entsprechenden Cj • • • • 0^+1 und jeder Grösse 

P = Ul«! H «n«. 

entspricht die Grösse 

q — «iCi H OaCn, 

oder, indem man statt Ci*-*Cn ihre Werthe aus{b) und dann 
stall Xf-«Xn ihre Werthe aus (d) Tetzt, 



=<-^+-^.> 



d. h. q ist mit Ausnahme eines konstanten Faktors X genau 
bestimmt. 

Anm. Es Iftsetllcli die Verwandtschaft zweier Vereine) abgeüehen 
Ydn dsen metrischen Werthen der entsprechenden Grössen, auch in der 
Art bestimmen, dass man featfetzt, es Tollen jeden drei in einer Zahl- 
beziehuDg zu einander stehenden Grössen des ersten Vereins auch 
drei in einer Zahlbeziehung zu einander stehende Grössen des zweiten 
und umgekehrt entsprechen. Ber Beweis der Identitftt diefer Bestim- 
mung mit der oben gegebenen '(wenn man von den metriacMen Wer- 
then der entsprechenden Grössen abücht) ergiebt Hch leicht, wenn 
man. die von Mö.bius in feinem b^^ycentrischen Calcul. in .§. 200^-206 
und befonders in §.. !103 gegebene vortreffliche Entwickelung der Col- 
lineation auf die hier betrachtete allgemeine Verwandtschaft übertrfigt. 

A05. Der Raum und die Ebene lassen Reh in der Art 
einander verwandt fetzen , dass jedem Punkte im Räume ein 
Kreis in der Ebene entspricht und umgekehrt. Danii ent- 
sprechen den in Einer Ebene liegenden Punkten des Raumes 
folche Kreife, welche von Einem i|nd demfelben Kreife fenk- 
recht geschnitten werden. Und zwar kann man fünf belie- 
bige Punkte des Raumes, von denen keine vier in Einer 
Ebene liegen, mit fünf* beliebigen Kreifen der Ebene, von 
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denen keine vier von Einern KreKe fenkrecbt gescbniUen 
werden, entsprechend fetzen. Dann aber ist zu jedem Punkte 
des Raumes der entsprechende Kreis der Ebene und umge- 
kehrt bestimmt« Jeder Satz der Stereometrie lässt fich in diefem 
Sinne auf Kreife der Ebene , und umgekehrt jeder Satz ttber 
Kreife der Ebene auf Punkte des Raumes übertragen. 

Beweis. Nach 395 ist jede Kreisfunktion aus vier be« 
liebigen in keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Kreis- 
fttnktionen numerisch ableitbar, und nach 232 ist jeder Punkt 
im Räume aus vier beliebigen in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehenden Punkten numerisch ableitbar. Folglich 
kann man (nach 404), wenn die Punkte des Raumes und die 
Kreife einer Ebene zwei verwandte Vereine bilden follen, 
fünf beliebige Punkte des Raumes, von denen keine vier in 
einer Zahlbeziehung stehen, d. h. keine vier in Einer Ebene 
liegen, und fünf beliebige Kreife der Ebene, von denen keine 
vier in einer Zahlbeziehung stehen, d. h. keine vier von 
Einem Kreife fenkrecht geschnitten werden, annehmen und 
festfetzen, dass jenen fünf Punkten des Raumes diefe fünf 
Kreife entsprechen follen, dann ist zu jedem Punkte des Rau- 
mes der entsprechende Kreis der EbeuQ und umgekehrt be- 
stimmt Ferner,, da nach dem BegriiTe der Verwandtschaft 
(401) jede Zahlbeaiehung, welche zwischen den Grossen des 
einen Vereins herrscht, aueh zwischen den entsprechenden 
Grössen des verwandten Vereins besteht, fo folgt, dass wenn 
zwischen vier Punkten des Raumes eine Zahlbeziehung herrscht, 
auch zwischen den vier entsprechenden Kreifen eine folche 
herrschen muss, d. h. wenn die vier Punkte in Einer EbeQe 
liegen, fo müssen die vier entsprechenden Kreife von Einem 
Kreife fenkrecht geschnitten werden. Endlich die Uebertrag- 
barkeit der Sfttze folgt daraus, dass jeder Satz des Raumes 
fich vermittelst der vier Ableitungszahlen, durch die jeder 
Punkt darstellbar ist, in einen analytischen Satz kleidet, und 
diefer fich wieder, indem man die vier Ableitzahlen als die 
Ableitzahlen des jenem Punkte entsprechenden Kreifes fetzt, 
in einen Satz Über Kreife der Ebene verwandeln ISsst, und 
ebenfo umgekehrt. 



406. Man kunln in der Ebene zwei verwandto Vereine 
von KreiCen annehmen, und dabei f&nf beliebige Kr^ife des 
einen fbnf beliebigen Kreifen des andern Vereins entsprechend 
felzen, voransgefelzt^ dass keine vier der in demfelben Ver* 
eine angenommenen fünf Kreifc von einem und demrelben 
Kreife fenkrecht geschnitten werden, dann ist zu jedem 6-teB 
Kreife des einen Vereins der entsprechende des andern be- 
stimmt, und jeden vier Kreifen des einen Vereins, die tob 
Einem Kreife fenkrecht geschnitten werden, entsprechen vier 
Kreife des andern, die gleichfalls von Einem Kreife fenkrecht 
geschnitten werden. 

Beweis ergiebt fich aus dem Obigen von felbst. 

A n m. Wir nennen die fo eben bebandelte Verwand t«clutft die 
fyncyclische. Von befonderem Intcresde ist der Fall, wo folchen 
Kreifen, die fieh in Punkte zufammenziehcn , auch in dem aDdeni 
Vereine gleichfalls folche entsprechen, 

407. Wenn der Kreis, dessen Gleichung 

(a) a(x» + y») + 2iSx + 2yy + J=0 

ist, wo a, /?, /, d reell find, Tich in einen Punkt xafammen- 
ziehen füll, fo muss 

(b) aS = ß^ + Y^ 

fein, umgekehrt, wenn die Gleichung (b) stattfindet und nicki 
alle KoefBcjenten null find, fo muss der durch (a) dargestellte 
Kreis (ich entweder in einen Punkt zufaromenziehen, oder in 
die unendlich entfernte Gerade umschlagen; letzteres, wcbh 
üj ßf Y zugleich null find. 

Beweis. Aus der Gleichung (a) ergiebt floh, wenn a 
nicht null ist, fiir den Radius r des zu jener Glelehmig go- 
hörigen Kreifes 

woraus das Uebrige hervorgeht. Wenn hingegen a null ist, 
(o wird die Gleichung (a) die Gleichung einer geraden Linie; 
aber dann folgt aus (b), dass ß^ + y^ null fei, d. h. dass ß 
und f null feien; alfo ist dann die durch die Gleichung (a) 
dargestellte Linie die unendlich entfernte. 

408. Nimmt man x und y als (rechtwinklige) Koordi- 
naten eines Vereins von Kreifen und x' und y' als die eines 
andern, und fetzt den vier Funktionen 
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I 

•. . Jt^'+y', X, y, 1 • 
nach def Reibe die Funktionea 
i, X', y', x'» + r» 
eQtspreqhend, fo da$s alFo jedem Kreife, dessen Gleichung 

(a) aCx^ + y^) + 2/?x + 2yy + <J = 
isl, derjenige Kreis entsprichl, dessen Gleichung 

(b) a + 2i?x' + 2yy' + J(x'2 + y' «) == 

ist; fo entspricht jedem Punkte. des ersten Vereines, mit Aus- 
nahme des Anfangspunktes der Abscissen, ein Punkt des zwei- 
ten und umgekehrt; defn Anfangspunkte ^^x Abscissen hin- 
gegen entsprilDbt in dem andern Vereine jedesmal die unendlicl^ 
entfernte Gerade. 

Beweis. Wenn der Kreis, dessen Gleichung (a) ist, 
rieh in einen Punkt zufammenzieht, fo ist (itJ=^j^^ -f- y^ (407). 
Wenn aber diefe Gleichung gilt, fo ist auch der Kreis, dessen 
Gleichung (b) isi (407), entweder ein Punkt (wenn 4^0} 
oder die unendlich entfernte Gerade, ktsleres wenn /?^ y, i 
mdl ritul, A^ h. wenn der Punkt des ersten Vereins durch die 
Gleichung a(x^-f y'}^=0 bestimmt, alfo Anfangspunkt der 
Koordinaten ist. 

400. Wenn bei zwei fyncycliseh verwandten Vereinen 
von Kreifen der unendlich entfernten Geraden j^es Vereins 
ein Punkt des andern entspricht, und allen übrigen Punkten 
jedes Vereines wiederum Punkte des andern entsprechen, fo 
kann man stets den (zu einander fenkrechten) Koordinaten- 
axen jedes Vereins eine folche Lage geben, und dem als 
Einheit genommenen Haasse der Längen einen folehen Werth, 
dass den vier Funktionen 

x' + yS X, y, 1 
des ersten Vereines nach der Reihe die vier Funktionen 

1, xS y', x'^ + y'^ 
des andern entsprechen. 

Beweis. Die unendlich entfernte Gerade .wird durch 
eine Funktion dargestellt, welche bloss, aus einer Konstan- 
ten besteht. Der Punkt, welcher" in jedem Vereine der un«» 
endlich entfernten Geraden d.es andern Vereines entspricht, 
fei zum Anfangspunkte der Abscissen gemacht. Der Anfangs- 

18* 
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punkt der Abscisscn wird durch die Krei$funktion x' + y' 
dargestellt. Dierer Funktion entspreche in dem zweiten Ver- 
eine die Konstante a, durch welche die unendlich entfernte 
Gerade dargestellt; ebenfo entspreche der Funktion x^'4-y'^ 
des zweiten Vereins in dem ersten die Konstante b. Man 
Andere nun das als Einheit genommene Maass der LSngen , fo 
multipliciren ftcb die Koordinaten mit einem konstanten Faktor 
Xy und es entsprechen fleh dann 
X\x^ + y%b 

a, X\x'' + r^' 

Es werde X^ (o bestimmt, dass a : Ps= Jl^ : b, d. h. A* =£ ab Tei. 

Setzeh wir dann — =:jEi^ fo entsprechen fleh 

M, itt(x'2 + r^). 

Nun werden aber die rftumlichen Gebilde, welche durch Fvnk- 
tionen dargestellt werden, nicht verftndert, wenn man diefe 
alle mit einer konstanten Zahl, alfo hier mit fi dividirt, und 
wir können daher x* -f y* und 1 mit*! und x'* -f- y'* ent- 
sprechend Tetzen. Es möge ferner den Funktionen x und y 
des ersten Vereines die Punktionen fi und f^, nftmlich 

U =^ a,(x'^ + r') + ßi^' + Yij' + ii 

entsprechen, fo dass alfo den Funktionen 

x* + y*, X, y, 1 
die Funktionen 

1, fi, f,, x'^ + y'> 
entsprechen. Aus den ersteren fei durch die KoeCGcienten a, 
ß^ Y, 3 eine Funktion f abgeleitet, fo entspricht ihr im zweiten 
Vereine «die Funktion P, weiche durch diofelben Koetficienten 
aus den vier letzten Funktionen abgeleitet ist. Die Bedingung 
dafür, dass die erstero Funktion f einen blossen Punkt dar- 
stellt, ist (nach 407) 

(a) 4a<r = /?« + yl 
Für die zweite Funktion 

p = a + i3fi + yf2 + <J(x'' + y'') 
= (* + M + Yo^Xx'"^ + y^») + ifißi + yAK 
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ist diere Bedingung: 

Führt man hier statt d den Werth aus (a) ein, To erhftlt man 
(/?' + y' + 4aM + 4ay«2)(« + M + y^a) 

= <ßßi + Yß^y + a(ßYt + my. 
Diefe Gleiehung muss für beliebige Werthe von a. /}, 

Y gelten, alfo müssen die Koefficienten , die zu gleichen Po- 
tenzen diefer Grössen gehören, auf beiden Seiten gleich fein. 
Da die rechte Seite a nur in der ersten Potenz enthalt, fo 
müssen die Koefficienten der Glieder, welche a^ enthalten, 
und derer, welche a gar nicht enthalten, null Tein, alfo find 
Ol, 021 ^1, it null 9 d* !>• fi und fj stellen gerade Linien dar, 
welche durch den Anfangspunkt der Abscissen gdien. Legen 
wir die Abscissenaxe fo, dass fie mit der durch f^ dargestell- 
ten Linie zufammenfällt, fo reducirt fleh f, bloss auf das 
Glied, was y enthält, d. h. jS^ wird null. Dividiren wir dann 
noch die fo reducirte Gleichung durch a, fo geht fie über in 

ß' + y' = ß%' + ißYi + my^ 

Da in der entwickelten Gleichung 2YtY2 der KoelBcient von 
ßy ist, fo muss YiYi^^^ ^^^^t Y2 ^^^^ ^^^^^ null fein, weil 
fönst (2 identisch gleich null wäre, alfo muss Yi null fein. 
Dann erhftlt man 

alfo ^1 == ^ 1 , ^2 == -{- 1. Da auf jeder der beiden Koordi- 
natenaxen die Seite, nach welcher die Koordinaten pofitiv 
genommen find, beliebig gewählt werden können, fo können 
wir ßi und y^ = -f 1 fetzen , und es wird dann ft = x% (^ 
=3y', und entsprechen alfo den Funktionen 

x' + y*, X, y, 1 
des ersten Vereins die Funktionen 

1, X', yS X'» + r' 
des zweiten. 

Anm. Die hier behandelte spedelle Art der ryncyclischen Ver- 
wandtschaft ist zuerst von Möbins aafgestellt und von ihm Kreisver- 
waudtschaft genannt worden; Tergl. MöbiuB Ueber eine neue Ver- 
wandtsehaft zwischen ebenen Figuren (in den Berichten der König). 
Sachs. Qefelisch. der Wiss.^ 5. Febr. 1853). Es ergiebt üch ans dem 
Obigen, dass derjenige Punkt in jedem der beiden kreisverwandten 
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Vereine als charakteristisch hervortiltt, welchem' im andern VeTeine 
die xinendlich entfernte Gierade entspricht. Es fei diefer Punkt Cen- 
tffrlpunkt des Vereins gejiannt. Legt man nun, die beiden Vereine £o 
auf einander, dass .die Centralp unkte, die x-Axcn und die y-Axen 
fich gegenfeitig decken, fo deckt auch jede durch den Centralpunkt 
gehende gferade Linie, z. B. die gerade Linie qx + ry = die ent- 
sprechende. Schlägt man nun noch um den Centralpnnkt mit der 
Länge, welche als Maass der Koordinaten zu Grunde gel^t ist, einen 
I^feis, welcher Hauptkreis hcisse, fo stellt fich die ganze Art des ge* 
genfeitigen Entsprechens aufs Anschaulichste dar. Dann besteht die 
Peripherie des Hauptkreifes aus den , fämmtlichen Punkten, welche 
ihre entsprechenden decken, jedem Punkt im Innern des Kreifqs ent- 
spricht im andern Vereine ein auf demlelben Radins liegeftder Punkt 
ausserhalb des Kreifes, und zwar fo^ dass der Kadius stets die mitt- 
lere Proportipnale zwischen den Abständen der beiden cntsprechex^en 
Punkte vom Centrum ist. Letzteres folgt für einen Punkt der x-Axc 
fogleich aus den entsprechenden Funktionen, denn die Kreis-Gleichung 
eines Punktes der x-Axe, dessen Abscisse =c ist, ist (x — c)*-f-y* 
= 0, d, h. x^ + y* -- 2cx -f- c' = 0, alfo die des entsprechenden Pauk- 

ies 1 — 2cx + c'(x2 + ya)=0, d. h. (x ) -fya = 0, alfo ist der 

1 
Abstand diefes Punktes vom Centralpunkte === — ^ während die dts 

• ■ ' . ■ -^ ^ . . 

entsprechenden Punktes c war, alfb ihr Produkt 1, d. h. die als Ein- 
heit genommen^ Länge die mittlere Proportionale zwischen den Ab- 
ständen der entsprechenden Punkte auf der x-Axe. Da man nun jede 
. durch den Centralpunkt gehende gerade Linie als x-Axe annehmen 
kttnn, fo gilt jene Beziehung allgemein. Wenn man statt der Annahme, 
dass den unendlich entfernten Geraden ein Punkt entsprechen Toll, 
die Annahme macht, dass in den beiden fyncyclischen Vereinen ohne 
Ausnahme jedem Punkte des einen Vereins ein Punkt des ändlem ent- 
Bprechea fol), fo entsj^riebt auch der unendlich entfernten Geraden 
des einen Vereins die . unendlich entfernte des andern , und man ge- 
langt zur Aehnlichkeit, welche fich alfo auf diefe Weife der Kreis- 
verwandtschaft gegenüber stellt. 



§. 7. Normale Einheiten der Funktionen, Stetigkeit 

der letzteren. 

410. ErJiUrung. Normale Einheiten reeller 
Grössen. Für die reellen Zahlen fetze ich 1 als normale 
Einheit, für die reellen extenfiven Grössen fetze ich als nor- 
male Einheiten die ursprünglichen Einheiten Cj, ^2>"*^u} 



fflr die reellen extenßven Grössen m«tor Stofe ferner die Ivohl- 
geordneten (mnltiplikstiven) Kombinationen ohne Wiederholtng 
zur m4en Klasse aus den ursprünglichen Einheiten, für iKq 
reellen algebraischen Produkte von Grössen gleicher Stufe enA* 
lieh die (wohlgeordneten) Kombinationen mit Wiederheiong 
aus den normalen Einheiten der Faktoren (wobei jede diefer 
Kombinationen als algebraisches Produkt der darin enthaltenen 
Elemente aufzufassen ist). 

Anm. £0 und hier nur die früher vereinzelt Torkommeiiden Be* 
Stimmungen zufammengefasst. Es kommt noch darauf an, auch für 
die reellen Lückenausclracke die normalen Einheiten festzustellen. Wir 
haben (in 363 Anm.) gefehen, dass das Prodakt der Faktoren, welche 
die Lücken eines Lückenausdrucks ausfüllen Tollen ,* als ein algebrai- 
sches Produkt aufzufassen ist, mit welchem der Lückenausdruck mul- 
tiplicirt werden foll. Folglich kommt es nur darauf an, welche Wcrthe 
der Lückenausdruok annimmt, wenn die normalen Einheiten jenet 
algebraischen Produkte mit ihm multiplicirt werden. - Es feien E|, 
E^i"« die normalen Einheiten diefer algebraischen Produkte und L 
der Lückenausdruck, fo kommt es auf die Werthe LE^, LE2,'** an. 
Diefe Werthe können wieder extenfive Grössen fein, die normalen 
Einheiten derfelben feien e|, e],«**, fo ergeben fich als normale Ein- 
heiten Yon L diejenigen Lückenaasdrücke^ welche mit Et) ^)*" uiM: 
tiplicirt irgend eine der Einheiten ei, e],*** liefern. 

All. Erklärung. Normale Einheiten reeller 
Lückenausdrücke. Wenn E^ E2, die normalen Ein- 
heiten derjenigen algebraischen Produkte -flndi deren Faktoren 
die Lüoken eines reellen Lüqkenausdruckes L auszufttjleii ver- 
ndgen, und Oi^ Oa,*** die normalen Einheiten derjenigen 
Grössen und, in welche L nach Ausfüllung feiner Lücken 
übergeht , fo fetze ich diejenigen Lückenausdrücke E,,« als 
normale Einheiten von L, welche den Gleichungen 

Er,.E, = e. und.E,,.Et=0[t^f] 
genügen^ 

Anm. Es ist diefe Erklärung in üebereinstimmung mit der in 
381 für die Einheiten des Quotienten , d. h. des Lückenausdruckes mit 
Einer Lücke gegebenen. 

412. Jeder (reolle) Lückenausdruck Iftsst fich aus den 
in 411 festgefetzten normalen Einheiten desGelben numerisch 
ableiten, und diefe letzteren stehen in keiner Zahlbe^iehung 
zu einander. 

Beweis wie in 381. 
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fll.8. Erki. Normale Einheiten einer Grössen- 
galtung. Als Grössen derfeiben Gattung fetze ich alle die- 
jenigen Grössen, welche nach dem Früheren zn einand^ addirl 
werden können. Die Anzahl der normalen Einheiten einer 
Grössengattung nehme ich stets als eine gerade an, indem 
die eine Hälfte derreihen reell ist, u»d die andere daraus 

durch Multiplikation mit irsf^-iri hervorgeht. Die Ableit- 
zahlen, durch welche eine Grösse ftus ihren normalen Ein- 
heiten numerisch abgeleitet ^ird, nehme ich stets als reell an. 

Anm. Für die aHgcmeinen Zahlgrössen find alfo 1 und l/ — 1 
= i die normalen Einheiten , für die allgemeinen Grössen erster Stafc 
ei, ej,* • «6x1, C|i, eji,* • «eoi) wo ei, 62, • • «eii die arsprünglichen Einheiten 
find u. f . w. 

414. Erkl. Numerisoher Werth einer Grösse 
heisst die pontire Quadratwurzel aus der Summe der Qoa- 
drate aller Zahlen, durch welche jene Grösse aus ihren nor- 
malen Einheiten ableitbar ist, d. h. wenn E^, E^,**- die 
normalen Einheiten einer Grösse P find und 

P 5= ufii 4" öaEj -f" ' • • 
ist, fo ist der numerische Werth von P gleich 

Anm. Diefc Definition ist in Üebercinstimmung mit der in 151 
gegebenen. Der namcriscbe Werth einer komplexen ZählgrOsse p + Q!^ 
ist hiemach gleieh yp^ + q*. 

415. Wenn der numerisohe Werth einer Grösse null 
ist, fo rmd alle Zahlen, durch welche diefe Grösse aus ihren 
normalen Einheiten abgeleitet ist, einzeln genommen null. 

Beweis. Es Teien E,, Es,-*- die normalen Einheiten 
der Grösse P und fei 

P = (XiEi -f* ÄjEs 4" • * • • 

Wenn nun der numerische Werth von P null fein foll, 
fo heisst das (nach 414) 

y«! 4-aJ +••• =0, alfo 
tfj + aj -f •••5=0. 
Da aber Oi, 04,* •• (nach 413 Ann.) alle reell fiody fo 
kann die Summe, ibt&r Quadrate nicht anders bull fein, als 
wenn fle alle einzeln genommen null find, alfo 
= Ol = dj ^= • • • • 



416. Erklärung. .Wenn der ntairierisofae WaHk einer 
Grösse a kleiner ist als . der einer Grösse b ^ fo Tage ich , a fei 
numerisch Ueiner als b und schreibe dies 
a num. < b. 

41V. Wenn Oi, 02?**' ^® Zahlen lind, durch welche 
a aus feinen normalen Einheiten ableitbar ist, uiid ebenfo ß^ 
ßij* " die Zahlen, durch welche b aus feinen normalen Ein- 
heiten ableitbar ist, fo find die Vergleichungen 
a num. -< b 

und a\ +a\-\ ^ ß\+'ß\ -{ 

einander gleichbedeutend. 

BeweTs folgt unmittelbar aus 416 und 414. 

418. Wenn p, q,- • • pofitlve Zahlwerlhe und a, !),••• 
beliebige (aus denfelben normalen Einheiten ableitbare) Grössen 
von der Art find, dass 

a num. <^ p, b num. < q, • • • 
fei, fo ist auch 

a + b +• • • num. <^ p + q +• •. 
Beweis 1 (für zwei Grössen). Es feien e^, Ca,*** die 
normalen Einheiten von a und b und fei 
a= Oiei -f" 0262 -!-••• 

P = ßA +ftea -i • 

und fei a der numerische Werlh von a, ß der von b und y 
der von a -f h, fp ist a <: p, i? <^ q, zu zeigen i^t, dasii 
y <^ p + q fei. Nach' 414 ist 

a* = a^ -f- a* + • • • • . 

/?* = ;?» +/?^ +.... 

alfo n Y^ = a' + ß' + i(,(^ißi+(hßi +'-')• 

Nun können wir zeigen, dass Oißx + (hßi +••• =<:tt/S 
fei. In der That ist 

= (aift - Oa/^i)' + («lA ~ (hßiV + • • • . 
Die rechte Seite ist die Summe mehrerer Quadrate, alfo gleich 
oder grösser als Null, alfo auch die linke ^ d. h. 

(a^)2=>(a,iJ|+ccft +.•.)% 



268 C^it 

tiro auch , da ä md ß. porili v nrnT, 

0^ =Ä >• 0,/?,-+ Ojft + • • ♦. 

Wenden wir diere Vergleichung anf djcGieickuag (*) an, 

fo folgt 

Y' = <a^+ß' + 2aß,iLh.Y^ = <:ia+ß)\ 

alfo y da Y und a -{- ß ponii v find , 

aber da a und /? (pontive) Zahlen find, welche bezichlich 
kleiner als die poPitiven Zahlen p und q find, fo ist 

alfo y<P + q, 

d. h. der numerische Wer th von a -f b ist kleiner als p + 4- 
2. (für mehr Grössen). Da nun (nach Bow. 1) a -f- b 
num. <^p + q und (nach Hypothefls) c num. <: r ist, fo ist 
(nach Bew. 11 a + b + c num. <c p + q -f- r u. f. w. fiir be- 
liebig viele Grössen. 

J9L19. Wenn p und' q pofitive Zahlwerthc und a und b 
beliebige (aus denfelben normalen Einheiten ableitbare) Grössen 
von der Art find, das& 

a num. -< p, b num. -< q 
Ist, fo ist auch 

a — b num. <^ p + q. 
490. Erklärung. Ich fagc, eine Funktion il[q) einer 
jpontiven Zahlgrössä verschwinde mit q, wenn fich zu jeder 
pontiven Zahl p ein pöHtivef Werlh von <| angeben lässt von 
der Art, dass 

f(q) num. < p 
fei, und auch bleibe, wenn q beliebig abnimmt, aber pofiti? 
bleibt. Wenn ausserdem f(0) = ist, fo fage ich f(q) werde 
mit q null. 

Anm. Beide Ausdrücke : Mit (pontivem) q verschwindet und mit 
q nail werden, find alfo nicht identisch; fondem nur der zweite 
schliesst den ersten ein, nicht ntngekehrt; denn es könnten für f(q) 
die Bedingungen des Verschwindens mit q erfüllt fein, nnd könnte 
dennoch l(q).£ilr q = in einen ifolirtcn von Null verschiedenen Werth 
aberspringen. 

421. Wenn mehrere Funktionen fi(q), f2(q), • •, fnCfl) 
einer pofiliven Zahlgrösse q mit q verschwinden, fo ver- 
schwindet mit q auch 
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(a) aJiCq) + a^f^Cq) + • - • + a J,(q), 
wo a^, 839* • • a^ endliche Zahlen^ odej* auch beliebige endliche 
LückeHausdrttcke mit je einer Lücke find, welche durch f^q, 
f^q u. r. w. ausgefüllt werden kann. (Und ebenfo wenn jene 
Funktionen mit q null werden, To wird auch diefer letzte 
Ausdruck (a) mit q null.) 

Beweis 1 (für Zahlen). Sollten von den Grössen ai,- • *a, 
einige null fein, fo kann man in dem Ausdrucke (a) die Glie- 
der weglassen, in denen diefe Koefficienten, welche gleich 
null flnd, vorkommen. Wir nehmen an, dies fei schon ge- 
schehen, und es Teien alfo ai,- • -a^ lauter von Null verschiedene 
(endliche) Zahlen. Da nun (nach Hyp.) fiq mit q verschwindet, 
fo muss fich (nach 420) zu jeder von Null verschiedenen Zahl, 

z. B. zu -^, ein poFitivor Werth q^ von der Art angeben 
na^ 

lassen, dass fi(qi) numerisch kleiner als p : aiU fei und auch 

bleibe, wenn q^ beliebig abnimmt, aber pofitiv bleibt; aus 

gleichem Grunde wird man auch einen pofitiven Werth qj der 

Art angeben können, dass f2(q2) numerisch kleiner als p : a2n 

fei und auch bleibe bei abnehmenden qs, u. f. w. Wenn nun 

q ein pofitiver Werth ist, welcher noch kleiner als jede der 

Grössen q^, q29* -qn ist, fo ist auch f^q num. -< p : a^n u. f. w. 

oder 

a^fiq num. < — , a2f2q num. <: i,. . . anfn(q) num. < — ; 

folglich ist (nach 418) auch die Summe der linken Seiten 
numerisch kleiner als die der rechten, d. h. 

»ifiq + »afaq -| + önfn? nwm- < Pf 

eine Vergleichung , die auch bestehen bleibt, wenn q beliebig 

abnimmt, aber pofitiv bleibt, d.h. es verschwindet der AiiSr 

druck (a), wenn ai,**-aa Zahlen find, mit q. 

2. Es reducire fich der Ausdruck (a) auf aif^q, wo at 
eine normale Einheit eines Lückenausdruckes fei, dessen Lücke 
durch f]^q ausgefüllt werden kann; es feien ferner e^, ej,*** 
die normalen Einheiten von aif^q, und Ei, Ej,*** die von 
f^q und fei 

(b) fiq = Ei5Piq + E^y^q + • • • =Z^Ea»«q, 

19 
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fo wird (nach 411) ai die Eigenschaft haben, dass es mit 
einer der Einheiten E|; E^,***, z. B. mit Ep, muHiplicirt, 
eine der Einheiten ei, e^,- • •, z. B. die Einheit e^, liefert, hin- 
gegen mit jeder der übrigen Einheiten Ei, E^,--* multiplicirt 
null giebty fo dass alfo dann 

(c) aiEr = e3, aiEt = 0, für t^r 
ist. Dann erhalten wir 

aifiq = aiXEaSPaq = XajEa5P«q [44] 

Alfo ist (nach 414) der numerische Werth von aifiq 

gleich y(9>rq)^ Da nun (nach Hyp.) fiq mit q verschwindet, 
fo lässt fleh (nach 420) zu jeder pofltiven Zahl p ein Werlh 
von q der Art angeben, dass fi(q) num. <: p fei, und auch 
bei abnehmendem q bleibe, d. h. (nach 417), dass 

(5Piq)^ + (SP2q)^ H <^ P^ 

fei und bei abnehmendem q bleibe. Da aber (nach 4i3) {p^q, 

yaq,««' reell, alfo (SPlP)^ (SPaq)*?"* pofitiv find, fo muss 

jedes diefer Quadrate kleiner als p^ fein, alfo auch (9>rq)^^P^ 

d. h. a|f|q num. < p, alfo verschwindet aifiq mit q. 

3. Es feien endlich a|, a^,« • * beliebige Lückenausdrücke 
(mit je einer Lücke), und fei 

«r = -2/«,, j E,, B , 
wo Er^i, Er^2>'" ^16 normalen Einheiten von a, darstellen, 
fo wird 

«ifiq + aafaq H = X««, * E«, j f«q. 

Da nun (nach Bew. 2) Ea,bfaq mit q verschwindet, fo 
verschwindet (nach Bew. 1) auch die Yielfachenfumme diefer 
Ausdrücke; alfo auch aifiq -j- aafaq +* * "• Wenn ausserdem 
h^9 f2^y'"i f^r q==0, auch null find, fo gilt dasfelbe auch 
für a^fiq -f ^a^aq +'*'i a^fO) ^^ ausserdem der letzte Aus- 
druck mit q verschwindet, fo wird er nun auch mit q null. 

422. Wenn zwei Funktionen f^q und fjq einer pofitiven 
Zahlgrösse q mit diefer verschwinden (oder null werden), fo 
muss mit ihr auch die Differenz fiq — faq verschwinden (oder 
null werden). 

Beweis in 421. 
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498. Erklärung. Wenn fx für einen bestimmten 
Werth X die Eigenschaft hat, dass Pich allemal ein konstanter 
Werth c von der Art angeben lässt, dass f(x -f-q^x) — c jedes- 
mal mit dem poTitivcn Zahlwerthe q verschwindet, was für 
eine endliche Grösse, die mit x von gleicher Gattung ist, auch 
unter dx verstanden fein mag, To Tage ich, die Funktion fx 
konvergire um x nach c. 

A n m. Es ist hier alfo unter dx yorläofig nichts weiter verstanden, 
als eine beliebige endliche Grösse, welche nait x yon gleicher Gattung 
ist. Doch habe ich schon hier diefe Bezeichnung gewählt, da He für 
das Folgende am bequemsten ist. 

fl24. Wenn fx um x nach c konvergirt, fo kann es 
um X nicht zugleich nach einem von c verschiedenen Wcrthe 
Ci konvergiren. 

Beweis. Denn Tollte beides zugleich der Fall fein, fo 
müssten (nach 423) f(x + qdx) — c und f(x + qdx) ~ Ci beide 
mit q verschwinden, alfo (nach 422) auch die Differenz beider, 
d. h. c — Ci, was unmöglich ist, da c und Cj zwei verschie- 
dene Konstanten Gnd. 

429. Erklärung. Eine Funktion fx heisst in x stetig, 
wenn fx um x nach dem Werthe konvergirt, den fx in x hat. 

A26. Wenn fx in x stetig ist, fo verschwindet für 
jedes endliche dx die Differenz f(x -{- qdx) — fx mit q. 
Beweis unmittelbar aus 425, 423. 

Anm. Wenn fx in x nicht stetig ist, fo verschwindet nicht für 
jedes endliche a die Diflferenz f(x+qdx) — fx mit q; fondern es könnte 
f(x -f qdx) für yerschiedene Grössen dx nach yerschiedenen Gränzen 
konyergiren , oder, wenn es auch für alle endlichen Werthe dx nach 
ein und demfelben Werthe c konvergirte, alfo (nach 423) die Funktion 
fx felbst um x nach diefem Werthe zu konvergirte, fo würde doch 
(fx), wenn es in x unstetig ist, dort in einen von c verschiedenen 
Werth überspringen. 

A2V. Erklärung. Wenn fiX eine Zahlfunktion und fx 

eine beliebige Funktion ist, und beide für denfelben Werth 

von x = a null werden, doch fo, dass der Quotient fx : f^x 

um x = a nach einem konstanten Werthe c konvergirt: fo 

fx 
verstehe ieh unter dem Bruche j— diejenige Funktion, welche 

llX 

im Uebrigen mit jenem Quotienten übereinstimmt, aber für 



!x=:a den Wetth c annimmt , und bezeichne den Werih c, 
lYeichen diefer Bruch für x^a annimmt , mit 



=[f>='>- 



Anm. Es ist diefe Bestimmung, ebenfo wie die yorhergehenden, 
nicht bloss für die Funktionen extenfiTer Grössen, fondern ftuch für 
die gewöhnliche Funktionenlehre nothwendig. In derThat, mag nun 
X eine extenlive Grösse oder eine Zahlgrösse, fx eine extenfive Funk- 

tion oder eine Zahlfunktion fein, fo wird, wenn der Bruch -=— 

wie^r als eine Funktion behandelt werden foU, derselbe für jeden 
bestimmten Werth von x gleichfalls einen bestimmten Werth anneh- 
men müssen (348). Diefer Werth wird im Allgemeinen durch Divifion 
der befonderen Werthe, welche fx und f^x dann annehmen, gefunden. 
Aber wenn für x = a fowohl fx als fiX null werden, fo wird der 
Quotient diefer befonderen Werthe vollkommen unbestimmt , eine ün- 

bestimmtheit, welche für den Bruch -z— durchaus aufgehoben wer- 

I|X 

den muss, falls man den Bruch Verknüpfungen unterwerfen will, die 
auch für den Fall, dass x == a fei, ihre Geltung haben f ollen. An und 
für fich ist es möglich, in diefem Falle für jenen Bruch einen belie- 
bigen bestimmten Werth b festEUstellen , allein dann müsste in die 
Bezeichnung des Bruches diefe Bestimmung, dass derselbe für x = a 
den bestimmten Werth b annehmen follte , mit aufgenommen werden. 
Biefe willkürliche Bestimmung wird überflüssig, wenn der in der 
obigen Erklärung aufgestellte Begriff festgehalten wird , nach welchem 
jener Bruch in x=:a stetig gefetzt wird. Aber diefer Begriff fetzt 
voraus » dass jener Bruch um x = a nach einem bestimmten Werthe 
c zu konyergirt. Ist dies nicht der Fall, fondern konyergirt der Brach 

r, . ^' beim Verschwinden der pofitiven Zahlgrösse q nach yer- 

schiedenen Gränzen zu, je nachdem b andere Werthe annimmt, z. ß. 
bei Zahlgrössen, wenn b die Werthe -j-1, — 1 oder cos.p + iün.p 
annimmt, fo ist der oben gegebene Begriff nicht mehr anwendbar, 
und es bleibt nichts übrig, als dann eine willkürliche Bestimmung 
hinzuzufügen und mit in die Bezeichnung aufzunehmen. Die Verkennung 
aller diefer Verhältnisse hat in die höhere Analyfis eine h^illofe Ver- 
wirrung gebracht, welche fich häufig genug durch Widersprüche und 
fehlerhafte Refultate yerrieth. Um diefen Irrthümern zu entgehen, 
hat man hier und da die Hethodo zu yerbessern gefucht ; namentlich 
ist es Cauch/s Verdienst , dass er durch einen unerschöpflichen Reich- 
thum der genialsten Kunstgriffe die Methode überall, wo He sctden 
zu Irrthümern führen zu können, gegen diefelben ficher zu stellen 
füöhtc. Aber auch er könnte damit nicht zum' Ziele igelax^gen, weil- er 
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das üebel nleRt l)ci der Wanel ergriff, und« sieht die w^fentikfaen Be- 
griffsbeBtimmungen hinzufügte, aus deren Mangel alle jene Verwirrung 
hervorging. Ich habe mich daher genöthigt gefehen, diefe Begriffsbe- 
stimmungen, fo weit fie für das Folgende nothwendig erschienen, hier 
Bachzutragen , und , statt mich auf frühere Bearbeitungen der Differen- 
zialrechnung , der Potenzreihen und der Integralrechnung berufen zu 
können, musste ich diefe Wissenschaften Ton yome an aufbauen, um 
Iie auch für extenlive Grössen mit Sicherheit anwenden zu können. Bb 
wurde dadurch um fornehr geboten , mich nur auf das Kothwendigste 
XU beschränken. Ich bemerke hier noch, was fich aus dem oben Bemerk- 
ten leicht ergiebt, dass ähnliche Begriffsbestimmungen für alle die Fälle 
festzustellen find, wo die zu verknüpfenden Funktionen für gewisse 
Werthe der Vaiiabeln in folche Ausdrücke Übergehea, welche keinen 
Verknüpfungen (oder wenigstens nicht denen, durch welche jene 
Funktionen unter fich verbunden find) unterworfen werden dürfen, 
alfo namentlich, wenn eine oder mehrere derselben unendlich oder 
mehrdeutig werden. In allen diefen Fällen kann die Bestimmung ganz 
analog der fo eben mitgQtheilten getroffen werden. Die Bezeichnung, 
welche ich oben hinzugefügt, indem ich hinter die Funktion den be- 
fonderen Werth der Yariabeln in Parenthefe beifüge, um durch das 
Ganze den Werth auszudrücken, welchen die Funktion für diefen be- 
fonderen Werth der Variabein annimmt, ist auch in vielen anderen 
Fällen mit Vortheil anwendbar, und zum Theil unvermeidlich. 



^ap. 2. iBtfferen|talred)nung. 

§. L Differenzial erster Ordnung. 

428. Erklärung. Wenn q eine reelle Zahlgrösse, dx 
aber eine beliebige endliche Grösse, welche mit x von gleicher 
Gattung ist, bezeichnet, fo verstehe ich unter der (nach der 
Veränderlichen x und dem Zahlfaktor q genommenen) DiflTereiie 
der Funktion fx, geschrieben dx,qfx, diejenige Funktion, welche 
der Gleichung , 

genügt (wobei die Divifion durch q in den 427 bestimmten 
Sinne zu fassen ist). 

429. Erklärung. Wenn der Ausdruck dx,qfx in q = 
und in x (425) stetig iist, fo bezeichne ich dz,ofx mit dxfk 
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und nenne d^fx das nach x genommene Differenzial von fx, 
d. b. ich fetze 

Wenn dz,qrx nicht die Eigenschaft hat, dass es in q = 
und in x stetig fei, To fage ich, dass auch dxfx unstetig fei. 
Wenn in einer Formel das vor eine Funktion gefetzte Dif- 
ferenzialzeichen d ohne jeden Index geschrieben ist, fo foU 
das heissen, dass die Formel allgemein gelten foll, nach wel- 
cher Variabein auch die dadurch ausgedrückte Differenziation 
genommen fei, d. h. welchen Index man auch dem d hinzu- 
ßlgen mag, vorausgefetzt nur, dass man dann in diefer Formel 
jedem DifTerenzialzeichen d (was vor eine Grösse tritt) den- 
felben Index hinzufügt. 

Anm. Es lässt Heb der Begriff des Differenzials auch für den 
Fall, dass dasfelbe unstetig wird, feststellen, und lassen fich mit 
folchen Differenzialen unter gewissen Umständen noch gültige Ve^ 
knüpfungen yomehmen. Doch ist es bei jeder Behandlung der Diffe- 
renzialrecbnung am zweck massigsten, diefen Fall zunächst ganz ans- 
zuschliessen , und namentlich den Fall, wo das Differenzial unendlich 
wird, im Zufammenhange mit der allgemeinen Betrachtung unbegränst 
wachsender Funktionen in einem eigenen, die ganze Analyfis des 
Unendlichen behandelnden Abschnitte nachzuholen. Aus dem vorlie- 
genden Werke schliessen wir jedoch diefe Betrachtung aus, und fetzen 
im Folgenden bei jedem Differenzial voraus , dass es stetig fei. Koch 
bemerke ich, das die Stetigkeit von dxfx vorausfetzt, dass f(x -{- qdz) 
— fx um q=:0 gleichfalls null werde, d. h. dass auch fx stetig fei. 

430. Wenn dzTx stetig ist und fx=y gefetzt wird, To ist 
fCx + qdx) = fx + q(dxfx + N) 
= y + q(dxy+N), 
wo N mit der reellen Zahlgrösse q zugleich null wird. 
Beweis. Man fetze 

f(x + qdx)-^fx^ j^ 

q 

Da dxfx stetig ist (nach Hyp.)» fo ist (nach 429) auch 

der Quotient -^^ — ^^— ' — in q = stetig, und dann =dxfx, 

alfo wird N als die Differenz diefer beiden Ausdrücke mit q 
zugleich null. Dann erhalten wir aber 

f(x + qdx) = fx + q(d,fx + N) = y + q(d,y + N). 



431. Wenn A ein konstanter Lückenausdruck mit n 
Lücken (in jedem Gliede) ist, in welche Grössen von der 
Gattung X eintreten follen, To ist 

(a) dx(uilx")=:nJx»-*dx; 
ins Befondcre ist 

(b) dx(^x) = ^ 

(c) A^Ä = Q. 

Beweis. Da für die Produkte, deren Faktoren in die 
Lücken eines Lückenausdruckes eii^treten Tollen (nach 363), 
die gewöhnlichen Gefetze der Algebra gelten, To folgt, wie 
in der Algebra, dass 

^(x + qdx)° = Jx» + nqJx"-Mx + q^B 
ist, wo B eine steigende Polenzreihe von q ist. Hieraus folgt 
unmittelbar, dass 

^(x + qdx)- ^ ^x- _ ^^^^,j^ 

q 

in q = stetig ist, alfo ist (nach 429) 
dx(.4x°) = nJx^'-^dx. 
Hieraus folgen die Formeln b und c fQr n = 1 und 0. 

432. Wenn U|, U2,*>* beliebige Funktionen einer be- 
liebigen Variabein x find, fo ist (wenn dui , du^,* • • stetig Tind) 

d(ui + U2 4- •••)== ^^^i + ^**2 + • • • • 
Beweis. Es fei Ui=:fiX, Us = faX u. f. w., fo ist 
(nach 430) 

fi(x + qdx) = u, + q(dui + Nj), 
wo Ni mit q zugleich null wird, und fo für jeden andern In- 
dex. Alfo 

X«a(x + qdx) = Z^Ua + q(dxUa + N«). 
Alfo ist 

Zfa(x'T"qdx)-u, ^^ j^^^_^j^^ 

Da nun N^, Ns,*** mit q null werden, wie gezeigt, fo wird 
auch (nach 421) ihre Summe Zn7 mit q null, alfo 
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Die linke Seite iist' aber dx^f«xi=(I,^ii7, alfo 

oder da die Formel für jeden Index x güi, 

d ^ u^ == ^ dUfl. 

433. Wenn y und z beliebige Funktionen von x Hnd, 
und [yz] ein beliebiges Produkt derfelben ist, To ist Cvoraus- 
gefetzty dass dy und dz stetig find) 

d[yz] = [dyz] + [ydz]. 
Beweis. Es fei y=fx, z = Fx, fo ist (nach 430) 
r(x-f qdx) = y + q(dy + N), 
F(x + qdx) = z + q(dz + N'), 
wo N und N' mit q zugleich null werden. Somit ist 

d, [yz] = [fx + qdx)-FCx + qdx)]-[yz] ^^ ^ ^^ 

= [yCd^z + NO + [(dxy-fN)z] für q = 0, 
oder (nach 429) mit Weglassung des Index, 

d[yz] = [y.dz] + [dy-z]+[y.N'] + [N-z] für q=0. 
Da nun N und N' mit q null werden, fo wird (nach 421) aucli 
[y-l]N' + [l-z]N, wo 1 eine Lücke, in welche N eintreten 
foli, bezeichnet, mit q null, d. h. [y*N'] + [N-z] wird mitq 
Diill, alfo ist 

d[yz]= [y.dz] + [dy-z]. 

434. Wenn y aus feinen normalen Einheiten 6i, 62,*** 
durch die Zahlgrössen yi, y2 9'** ableitbar ist, und yi, y^,*- 
Funktionen einer beliebigen Variabein x find, fo ist (voraus- 
gfefetzt, dass dyi, dy^,*** stetig Find) 

dy = eidyt + Cady^ d 

Beweis. Da y==ejyi + e2ya -+- «st (nachHyp.), fo ist 

dy = d(eiy0 + d(e2ya)+--- [432] 

= eidyi + e^dy, + • • • [433, 431 c.]. 

A n m. Hierdurch lässt üch das Differcnzial einer extenfiveii Funk- 
tion auf die Di£Dsrenziale von Zahlfunktionen zurückführen. 

§. 8. Bifferenzialqnotient erster Ordnung. 

439. Erklärung. Unter ^-fx oder unter f x verstehe 

® dx 

ich (vorausgefetzt dass dxfx stetig fei), ({en Ausdruck, welcher. 



mit jeder Grösse dx (die mit x von gleicher Gattung ist) mul- 
tiplicirt, dzfx liefert, d.h. welcher der Gleichung 



Ifx.dx = Px.dx = dxfx = p + qdx)-fx j^^ ^ ^^ 

genügt. Ich nenne -pfx den nach x genommenen Differenzial- 

quotionten erster Ordnung von fx, und fx die erste abge- 
leitete Funktion von fx. 

436. Er kl. Wenn man die DifTerenzialquotienten einer 
Funktion u = l(x, y,--) mehrerer Veränderlichen x, y,--- 
auf die Weife bildet, dass man jedesmal den DifTerenzial- 
quotienten nach einer diefer Veränderlichen nimmt^ während 
man dabei die übrigen Veränderlichen wie Konstante behandelt, 
fo nenne ich die fo hervorgehenden Diiferenzialquotienten die 
zu dem Vereine der Veränderlichen x, y, • • * gehörigen par- 
tiellen DifiTerenzialquotienten, und bezeichne dann den in diefeip 
Sinne nach x genommenen Differenzialquotienten mit 

A„, oderAfl(x,y,..) 
u. f. w. 

An m. Es ist bei den partiellen Differenzialquotienten unumf^änglich 
noth wendig (worauf schon J a c o 1> i in Crellc's Journal B. 22 S. 321 auf- 
merksam gemacht hat) den zugehörigen Verein der Veränderlichen anzu- 
geben, alfo nicht bloss diejenige Veränderliche zu nennen, nach welcher 
der Differenzialquotient genommen werden foll, fondem auch. diejenigen, 
welche bei der Bildung desfelben als Konstante behandelt werden Tollen. 
Denn wenn z. B. eine Gleichung zwischen x und y hervortritt, fo 
lässt fich die Anzahl der Veränderlichen um eine vermindern*, schafft 
man z. B. x weg, fo bleiben nur y, z,*>* übrig; und betrachtet man 
jetzt diefe als den Verein der Veränderlichen bildend, fo gewinnt 

-T— u jetzt eine ganz andere Bedeutung und im Allgemeinen einen 

ganz andern Werth als vorher. Aber es würde fehr unbequem fein, 
wenn man den ganzen Verein der Variabein, zu welchem die par- 
tiellen Differenzialquotienten gehören, mit in die Bezeichnung derfel- 
ben aufnehmen wollte. Man beugt allen Verwechselungen vor, wenn 
man den Verein der Veränderlichen jedesmal angiebt, und wenn man, 
fobald in einer znfommcnhängenden Darstellung bei der Differenziation 
nach derfelben Variabein, z. B. nach ^, das eine Mal andere Grössen 
als konstant behandelt werden follen , als das andere Mal , ein neues, 
' 19* 
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im üebrigen willkürliches Zeichen statt -r— fetzt, hat man dann die 

Bedentang diefes Zeichens angegeben, fo ist eine Verwechfelung un- 

möglich. Die allgemeine Bezeichnung durch — u , welche ich für die 

partiellen Diffcrenzialquotienten nach x gewählt habe, bedarf, obwohl 
fie ungebräuchlich ist, wohl kaum einer Rechtfertigung, indem fie, 
ohne willkürlich zu fein, äusserst bequem ist, und eine fo ungehin- 
derte Verwendung gestattet, wie keine andere. 

437. Wenn ei, ej,*** die normalen Einheiten von x 

= XiCi -f X2e2 -j find, und ^ifx, cfafx,««- die nach x^, 

^2 9"' genommenen DiiTercnzialquoticnten von x, welche zu 
dem Vereine der Veränderlichen Xj , Xj • • • gehören , bezeich- 
nen, fo ist (vorausgefetzt, dass dxfx stetig ist) 
dxfx = Jjfx • dxi 4- ^2^^ • ^^2 + • • • . 

Beweis 1. Es feien die normalen Einheiten Oi, C},-- in 
zwei Gruppen zerlegt, und y aus der einen Gruppe, z aus 
der andern numerisch abgeleitet, und zwar fo, dass x = y + z 
fei, fo zeige ich, dass dxfx = dyfx ~\- djx fei, wo bei den 
durch dy, d^ bezeichneten Differenziationen y und z als den 
Verein der Variabein bildend gedacht find. In der That, es 
fei dy aus denfelben Einheiten ableitbar wie y, und dz aus 
denfelben wie z, und fei dy -|- dz = dx = e^dx^ -|- e2dx2 H — •. 

Nun ist (nach Hypothofis) d^fx stelig, d. h. es ist 1 ^ — ^tl— j 

für jeden Werth dx (der aus e^ , 62 , * • ableitbar ist) in q == 
und in x stetig, alfo auch, wenn man dy statt dx fetzt, d.h. 

es ist -^^ — ^ in q = und in x stetig ferner ist 

f(x + qdy )-~ fx _ f( y +qdy+z) - f(y+z) , . 
^ - — =öy, q »X, 

alfo ist dyfx von dy^qfx verschieden um eine Grösse N, die 
mit q null wird, fomit 

und ebenfo 

d,fa ^ fCx + qdz) - fx 

q 
wo N und Ni mit q null werden, und die ersten Glieder 10 
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q =s und in x stetig flnd. Wenn nun eine Funktion q>x in 
X stetig ist, fo helsst das (nach 425), es konvergire 9(x -f- qdx), 
wo dx eine beliebige Grösse, die mit x von gleicher Gattung 
ist, und q eine reelle Zahl bedeutet, um q = nach einem 
Werthe zu, den es in q = erreicht, d. h. es lasse fleh 
5p(x -f qdx) in der Form yx -f N2 darstellen, wo N, mit q 
null wird. Wenden wir dies auf dyfx an, und fetzen, da in 
9(x + qdx) das dx willkärlich war, dafür das obige dz, fo 
erhalten wit 

d^fa. ^ f(^ + qdz + qdy) - f(x + qdz) ^^^^^ 

Hier ist qdz + qdy = q(dz + dy) = qdx, da wir oben dy -f dz 
=:dx fetzten, alfo 
dyfx+dzfx 

^ f(x + qdx)-f(x+qdz)+f(x+qdz)~fx ^ ^ ^ ^ ^^^^ 

Hier hebt fich das zweite und dritte Glied im Zähler, und 
da N +Ni +N2 = 2V (nach 421) mit q null wird, fo er- 
halten wir 

wo jY mit q null wird, alfo 

dyfx + d,fx==dxfl[x). 

2. Da man nun ebenfo, wie man x in y und z zerlegte, 

wieder y oder z zerlegen kann, fo gilt der Satz auch für 

beliebig viele Stücke, in die man x in der Art zerlegen kann, 

dass jedes Stück aus einer Gruppe der Einheiten e^ , e^ , • • • 

numerisch abgeleitet ist, und die verschiedenen Gruppen keine 

gleichen Einheiten enthalten; alfo namentlich, wennxiei=yi, 

XjOj = y2 , • • • und demgemäss dy^ = eidxj , dy2 = e2dy2 , • • • 

ist, fo ist 

d,fx = dyjx + dy.fx H , 

wo die durch dy^ u. f. w. bezeichneten partiellen DiflTerenziale 

fich auf den Verein der Veränderlichen yi, y2r" beziehen. 

3. Nun ist 

Aber f(x + qdy,) = f(x + qeidx,) = f(xiei + z + qoidx,), 
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weifit der Kürxe wegen x^e^ + XgCg -f"- mit z bi^zeichAet 
wird, alfo ist f(x + qdyO = f[ei(xi + qdx,) + z], alfo 

d fx = !Tei(x, + qdxQ + z] - f(eiXt + z) 
y q V.4 -^ 

= dxifx= -p-fx'dxi [nach 436] 

= Jifxidxi, 
und ebenro für die übrigen Indices. Setzt man diefe Wertbe 
in die vorhergeFundene Gleichung ein, fo erhält man 

dxfx=: JifX'dXi -}- S2fX'liX2 +•••'. 

J|88. Wenn d^^fx stetig ist, fo ist^ j-fx oder Px ein 

von dx unabhängiger Quotient, und zwar, wenn e^, 62,* •- 
die normalen Einheiten von dx =3= CiX^ -f- 03X2 +••• find, 
fo ki 

Px • ep= j-fx == ijx 
und f X = -^ — -^ — - — , 

wo Siy 629" oder t— , j~>'"* ^^^ zu dem Verein der Ver- 

dX]^ (1X2 

anderlichen x^, Xj,--* gehörigen Differeazialquotienten nach 
Xj., X2,** bezeichnen. 

Beweis. Wenn x eine Zahlgrösse ist, fo ist (nach 428) 
auch dx eine Zahlgrösse und 

dx, qfx _ f(x-fqdx) — fx _ f(x + qQ — fx 
dx qdx q' * 

wenn man qdx mit q' bezeichnet. Nun wird q^ mit q null, 
alfo ist 

dx fx _ dx, ofx _ r f(x + qO — fx "]^^, _ 
dx di k q' JW-"J. 

d fx 
alfo da (nach Hyp.) d^fx, alfo auch ~— (wenn dx .^ ist) 

stetig ist, fo ist auch -^ ^/ in q = stetig, d. h. 

(nach 427) es konvergirt diefer Ausdruck, wenn x konstant 
ist-, um q'ssO nach einem konstanten (von q' unabbAngig^n) 
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Werlbe, welchen er in q' = erreiehl; diefer Werlh ist alfo 
bei variablem x eine blosse Funktion von x, unabhingig von 
q', d. h. von qdx. Es Tei dicfe Punktion jpx, To ist 

dxfx = 5px-dx, 
alfo ist jpx die Grösse, welche mit jedem dx multiplicirt, dzfx 

liercrty d. h. (nach 435) q>x = ;i-fx, alfo ist — fx von dx un- 
abhängig. 

2. Es fei x = Xiei +^202 +•*•> fo >st (nach 437) 
dxfx = (fifxdxi -f dji'x^lXa +• ' •> 
wo dl, 1^2) " di<^ im Satze angegebene Bedeutung haben. Nun 
ist Px (nach 435). der Ausdruck, welcher mit jedem dx = 
eidxi -|- e^dxj +' " multiplicirt dxfx giebt, alfo hat man 

rx(eidxi -fCadxa +• • •)==<^ifxdXi -f^afxdxj +• • •, 
alfo 

Px'eidxi+Pxe2dx2 + - • • =^ifx-dX|-f-Ä2fx«dxi+ • • •• 
Nun fmd nach Bew. 1 die Grössen ^ifx, ^2^X9*'* blosse 
Funktionen von x, alfo von dX|, dX],*«* unabhängig; d.h. 
fttr jeden Werth x ist die rechte Seite obiger Gleichung eine 
Summe von Produkten der variabeln Zahlgrössen dxi, dx2,--« 
mit Grössen, welche bei unverändertem x fich nicht Andern; 
alfo muss auch die linke Seite von gleicher Form, und müssen 
die entsprechenden Koeilcienten gleich fein, d. h. ßs ist 

Pxci = (f,fx, f'xe2 == i^tx,* • • 
und Px ist als derjenige Ausdruck bestimmt, welcher, mit 
ei, 02,* •• einzeln multiplicirt, beziehlich die Werthe djxj 
dsfx,--- liefert, d.h. (nach 377) es ist 

f/^ -- ^tfx, ^>fx,- • • 
Ol, Ca,--* 

Anm. Hierdurch ist die Differenziation nacli einer extenfLyen 
Grösse x auf die partiellen Differenzialquotienten nacli Zahlgrössen 
zarüekgefährt, während in 434 das Differenzial der eztenfiyen Funk- 
tion auf die Differenzialc von Zahlfunktionen zurückgeführt war, wo- 
durch alfo die Reduktion des nach einer extenfiyen Grösse genomme- 
nen Differcnzialqaotienten einer extenfiyen Funktion auf die nach 
Zahlgrössen genoVnmenen Differenzial quotienten von Zahlfonktionen 
yollendet ist. 
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439. Wenn z eine beliebige endliche Grösse, welche 
mit X von gleicher Gattung ist, und q wie bisher eine reelle 
Zahlgrösse bezeichnet, fo ist 

f(x + qz) = fx + q(zPx + N), 
wo N mit q null wird (and vorausgefetzt ist, dass dxfx stetig 
ist). 

Beweis. Es ist fl&r jede endliche Grösse dx, welche 
mit X von gleicher Gattung ist, (nach 430) 

f(x + qdx) = fx + q(dxfx + N), . 
wo N mit q null wird. Es ist aber dann (nach 435) dxb 
= dx«f'x, alfo 

f(x + qdx) = fx + q(dx.rx + N); 
da aber z nach der Vorausfetzung dlefelbe Bedeutung hat wie 
dx, fo können wir auch jenes für diefes fetzen und erhalten 
die zu erweifende Gleichung. 

440. Es ist 

dfy = f'y . dy = ^fy • dy = dy fy 

auch dann, wenn y wieder Funktion einer beliebigen Grösse 
ist, auf welche fich die durch das vorgefetzte Zeichen d dar- 
gestellte DifTerenziation bezieht (vorausgefetzt, dass dy und 
dfy stetig find). 

Beweis. Es beziehe fich die DifiTerenziation auf x und 
fei yi=9x, fo ist (nach 430) 

(*) <p(x + qdx) = y4-q(dy4-N), 
wo N mit q null wird und 

dfy = df(yx) = 5?(l±Ä:i^(q = 0) [429] 
_ f[y + qCdy + N)] - f y^^ _ ^^ ^.^ 

_ fY + q[(dy4-N)ry + N-]-fy^^^^^ ^^3^^^ 

4 

WO N' mit q null wird, 

= Py(dy + N) + N' für q = 0, 
da nun N und N' mit q null werden, fo wird (nach 421) auch 
f yN + N' mit q null , und alfo ist 
dfy = Py-dy. 
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441. Wenn x und y = fx aus den n ursprünglichen 

Einheiten e^, es^'-'e^^ numerisch ableitbar find, und 
X X = XiCi + x^Gi H + x^e^ 

y = Ytei + 72^2 H + Yu^a 

ist, und dxY stetig ist, To ist der Potenzwerth des Quotienten 

j-y gleich der Funktionaldeterniinante von yi, y2 9''* nach 

^1? ^2 9***9 d- h. gleich der Determinante, welche aus den 
partiellen Differenztalquotienten der Funktionen y^, yar" 
nach den Variabcin X|, X2,«-' gebildet wird, d. h. 

wo für jeden Index r von 1 bis n, das Zeichen t— den par- 
tiellen DilTerenzialquotienten bezeichnet, welcher nach x, (o 
genommen ist, dass alle übrigen unter den Variabein X|,***X|i 
(ausser x,) bei der Diffierenziation als konstant gefetzt find. 

Beweis. Es ist, wenn das Zeichen -r— der Kürze wegen 

durch J, erfetzt wird, (nach 438) 

p^ ^ ^iY9 J^Yr s^.Y 
Ci, e2,--, e„' 
airo (nach 383) der Potenzwerth 

Aber da y = e,yi + e2y2 -[-••• ist, fo ist (nach 434) 
*iY = Ci^iYi + ejJjyj + • • , alfo 

[Px]» = [feiJiyi +M1Y2 -1 Xei*2Yi +^^iY2 +••-)••• 

(eAYijf e^inYt -i )1 

=ZT *iYi-^2y2 *.y« [63], 

indem ndmlich [eiej - -- e.] (nach 94) gleich 1 ist. 

An OL Der Begriff der Fanktioualdeterminante, wie ervonJ^eobi 
in Crelle's Joarnal, Bd. 22., p. 319 ff., zaerft aafgestelU wurde, tritt 
hier als Potenzwerth der abgeleiteten Funktion in feiner wahren Be- 
deatnng herror; nnd die dort nachgewiefenen Sätze ergeben fleh aoj 
diefer Bcdentong aaCs Jeiehteste^ ich aberia«0e diefe Abteitong daher 
dem Lefer. 

442. Wenn a eine beliebige Funktion ier Terteder« 
liehen Grössen x, y»-"- tttf to ist 
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dx dy ^ 



• • • 



• • 



= dxU + dyU + 

d d 
wo -j-, j-,*" die zu dem Verein der Verftnderlicben x, y,--« 

gehörigen partiellen DifTerenzialquotienten und dz, dy,*-* in 
demfelben Sinne die partiellen Differenziale bezeichnen (und 
die letzteren als stetig vorausgefetzt Tind). 

Beweis. Es fei x aus^ feinen normalen Einheiten durck 
die verftnderlicben Zahlgrössen X|, x^, • • •, ebenfo y aus feioeB 
normalen Einheiten durch die veränderlichen Zahlgrössen yi, 
Ytf"' ableitbar u. f. w. Man bilde nun ein neues System 
normaler Einheiten Oi, O],- • •, fi, fa^ * • 9 - - '^ und fetze y = 
XiOi + x^e, + • • • + yifi + y2f2 + • • • H — •> fo wird u (nach 
352) eine Funktion der einzigen Variabein v und man erhfilt 
Cnach 437) 

dvU = T— u dxi + T-udx2 +••• + T— U'dyi 
dxi * ' dxj ^ ' dyt '* 

wo T— u. r. w. fleh auf den Verein der Variabein X|, X),* 
dx^ 

7i9 729* "9 '** beziehen. Da u eine Funktion von v ist, fo 
können wir (nach 429) statt d^u auch du schreiben. Ferner 
.ist, wenn man y, z, • • •, d. h. yi, yt,- •• ^i, Z2, •••,•• • kon- 
stant fetzt (nach 437) 

T-U'dx = :r-U'dXi + -=— u-dxj +•••, und ebenfo 
dx dxi dxj 

u. f. w. Alfo 



du = 3-udx + T-U'dy 4- 
dx dy ' 



§. 3. Differenziale höherer Ordnung. 

448. ErkUrung. Wenn u eine beliebige Funktion 
ist, und i und ii zwei beliebige DifTerenzzeichon (dx,qy ij,q) 
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oder DiJOTerenzkilzeicben (dz» dy) find, bei denen fich jedoch 
die Differenzjalion auf ein und deBreU)on Verein von Variabein 
bezieht, deren Differenziale bei jeder Dlirerenziation konstant 
gefeizi werden, fo verstehe ich unter J^iU den Ausdruck 
J(^iU), und nenne iS^ in diefem Sinne ein Produkt von Dif- 
ferenzzeichen; und halte diefe Bestimmung auch dann noch 
fest, wenn ii ein Produkt von DifTerenzzeichen ist, d. h. 
ich fetze 

ddiU = J(^iu) 

JiJj^jU = <J(<Jj(f2U) = (^(^1(^2«)) 

u. f. w., 
wo d, Ji, ^2j" ^^^^ ö^f denfelben Verein von Variabein be- 
ziehen, deren DiiTerenziale konstant gefetzt werden. 

iiä. Erklärung. Wenn d ein beliebiges Differenz« 
zeichen (dx,q) ist, fo fetze ich 

*»Hu = (ja»u, 
letaleres jedoch nur, wenn n -f 1 eine ganze pofttive Zahl i&t. 

An ID. Es läsBt nch auch dem negativen Exponenten eine Be- 
deutung beilegen, was jedoch erst in der Integralrechnung klar wer-, 
den kann. 

MS. Es ist 

(a) dx,qdy,qf(x,y) 

_ f (x+qdx,y+q dy) — f(x+qdx,y) - f(x, y+qdy) |-fx 

auch wenn f(x,y) noch andere Veränderliche enthält,' welche 
aber alle bei der Differenziation konstant gefetzt werden^ und 
ebenfo ist 

(b) dx,qdy,qU =? dy,qdx,qU. 

Beweis. Es ist (nach 443) 

= <'x,q[dy,qf(x,y)] 

=d,,, !^y±9ly)zJ^(?'l) [435] 

und dies nach d^mfeiben §«tee 

^ <(x+qdx,y+qdy>-f(x+ qdx,y) -.- f(x,y +lyi tIC?.J> 



q'^ 



20 
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Älfo Formel a erwieren. Aber ms diefer Formel folgt 
fogleich, dass dy,qdx,qf(x, y) denrelben Ausdruck liefert , wie 
dx,qdy,qf(x, y), alfo auch Formel b erwieren. 

Anm. Man hätte anch das zu y gehl)rige q von dem zu z gehö- 
rigen TeFBchiedon fetzen and jenes etwa mit q^ bezeichnen küanen, 
fo wären die Formeln noch bestehen geblieben, eine Verallgemeine- 
rung, die jedoch ohne befonderen Nutzen ist. 

9:46. Die Ordnung der auf einander folgenden Differenz- 
zeichei^ (dz,q u. f. w.), unter denen die. Differenzialzeichen 
mit einbegriffen ilnd, ist gleichgültig für das Refultat. 

Bew.eis. Denn nach 445 b lassen fleh je zwei auf ein- 
ander folgende Differenzzeichen vertauschen. 

447. Wenn ein höheres Differenzial stetig ist, iö find 
auch die niederen Differenziale, durch deren fortschreitende 
Differenziation jenes entstanden ist, stetig. 

Beweis. Es fei u ein beliebiges Differenzial, und fei 
dxU stetig. Es wird u im Allgemeinen eine Funktion der 
Variabein x, y,*- und ihrer Differenziale fein. Allein da bei 
der Differenziation nach x alle übiigen Vdriabeln und nimmt- 
liche Differenziale als konstante behandelt werden, fo genügt 
es für diefo Differenziation, u als blosse Funktion von x zu 
betrachten. Es fei in diefem Sinne u = fx, fo ist 



. rf(x + qdx) — fxl . 
d,u = [^ ^ J(q = 



0). 



Da nun dxU stetig ist, fo muss der in Klammer geschlossene 
Bruch um q=:0 nach einer bestimmten endlichen Gränze 
konvergiren, die es in q = erreicht, alfo muss mit dem 
Nenner (q) auch der Zähler null werden, d. h. f(x + qdx) 
— fx muss mit q null werden , d. h. (nach 425) fx ist in x 
stetig, alfo auch u. Durch Fortfetzung diefer Schlussweife 
gelangt man zu dem allgemeinen Refuitate des Satzes. 

448. Es ist, wenn A einen Ausdruck mit n Lücken 
von der Gattung x- bezeichnet, 

^ (n — m) ! 

Beweis 1. Der Satz gilt (nach 431) für m = l. 
2. Wenn nun der Satz für irgend einen Wertfa m gilt, 
fo gilt er auch für m -f 1 ; denn dann ist 
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d«+ K^x») == dx(d»^x») [448] 

da nach der Annahme der Beweis für den angenommenen 
Werth m gilt; da nun (nach 443) dx bei der Differehziaiion 
als konstant betrachtet werden foll , und es mit x von gleicher 

Gattung ist , fo ist . '-^,AAx^ ein Ausdruck mit n — m 

(n — m) ! 

Lücken, folglich erhalten wir (nach 431) den zuletzt gefun- 
denen Ausdruck 

(n — m)n !.,««« * , 

= ^^: ~r-^dx"»x"*-°*-^dx . 

(n — m) ! 

= z ?^l--— ^x'^-^-^dx^+S 

(n—m— 1)! ' 

d. h. der Satz gilt dann auch, wenn man m -f 1 statt m fetzt; 

da er nun (nach Bew. 1) fär m= 1 gilt, fo gilt er auch für 

in==2, und weil für m = 2, fo auch für m = 3, alfo für 

alle pofitiven Werthe. 

449. Wenn Ci , 02 , • • • die normalen Einheiten von 
x = xiei H-XjCa +•• Tind, und ^1, ^j,--- die zu dem Ver- 
eine der Veränderlichen x^, Xa,«-« gehörigen partiellen Dif- 
ferenzialquotienten nach x^, Xj,--- bezeichnen, fo ist (vor- 
ausgefetzt, dass d^u stetig fei) 

^xU = ^JjiJj . • • -u^dxa-dx^ • • •, 
wo die Anzahl der Faktoren dx^dx»*«-- in jedem Gliede n 
ist, und die Summe fleh auf alle unter diefer Bedingung 
möglichen ganzen pofitiven Werthe a, b,**« bezieht. 
Beweis. Nach 437 ist 

dxU = ^JftUdxÄ. 
Üifferenzirt man noch einmal nach x, fo ist, da bei diefer 
Differenziation (nach 443) dx, alfo auch dX], dx,,** konstant 
zu fetzen Tind, (nach 437) 

diu = ^Jj Ja 11 • dxa dxj = 2^ia it u • dx« dxe [446] 
u. f. w. 

d° 

450. Erklärung. Unter -r-^fx oder unter P°^x ver- . 

® dx" 

verstehe ich (voraosgefetzt, dass d^£x stetig ist) den Aus- 
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druck, welcher mit dx" mulliplieirt , was auch dx fttr eine 
mit X gleichgattige Grösse füin mag, d°fx liefert. 

451. Wenn d^fx stetig ist, fo ist f^'^^x derjenige Aus- 
druck mit je n Lüeken (in jedem Glied«), welcher die Eigen- 
schaft hat, dass 

n 

(a) P°>x(e,e^- • ) = ^A fx 

ist, für j«de Reihe von n Indices r, s, • • *, wobei die Bedeu- 
tung von e^, ea,'--, ^i, ^2>'*'> diefelbe ist, wie in 449. 

Beweis. Nach 450 ist zu zeigen, dass allemal f^'^^x-dx" 
= d^fx ist, wenn f^^^x der Gleichung (a) genügt. Es ist dann 
• P»>xdx" = f(»^x(eidxi + e^dxj H )" 

= Z^ P"Meaej- . . OdXftdx^. • • 
nach dem allgemeinen polynomischen Lehrfatze (oder auch 

nach 45) 

== ^^tßh fx- dxadxj- • • [a] 

= d;fx [449]. 

452. ErkUrung. Wennx, y,*-- Zahlgrössen.und u 
eine Funktion derfelben ist^ fo verstehe ich, wenn a + h -{-* * - 

d^ 
dx*dy 
An d*d**» • • «u 

dx^dy'^«-- dx^dy'*'-'* 
wo lieh die DifTerenziationen auf den Verein dw YarUbeln 
X, y, " * beziehen , und dx, dy, • • • von Null verschieden an- 
genommen find. 

Anm. Die partiellen Differenzialquotlenten nach verschiedenen 
extenHven Yariabeln können fast überall entbehrt werden, da man 
mehrere extenlive Yariabeln stets auf eine einnge zurückführen kann 
(nach 352). 

433. Wenn y noch wiedor Funktion einer beliebigen 
Veränderlichen ist, fo ist (die Stetigkeit der vorkommenden 
Differenziale vorausgefetzt) 



= n ist, unter , ., ^ — u den Ausdruck 



n! ~^ 



Beweis. Wie in der gewöhnlichen Analyds. 
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^qi. 3. KnntM{d)e Urilyen. 

§. 1. Die unendlichen Reihen im Allgemeinen. 

494. Erklärung. Eine Reihe Uo + Ui + u^ + ***' 
heisst ficht, wenn fich eine poHtiTe Zahl T >- 1 finden Iftssi 
von der Art, dass Uq, a^T, UsT',--* bis ins Unendliche hin 
endlich bleiben, d. h. dass fie numerisch kleiner bleiben als 
eine gewisse endliche Grösse M, To dass alfo 

UrT num. < M 
bleibt für jeden Index r. 

4SS. Zufatz. Setzen wir -=- = t, fo können wir die 

Bedingung der Aechtheit auch To ausdrücken, dass fich zwei 
pofitive Zahlen t und M, von denen t<^ 1 ist, finden lassen, 
fo dass stets 

u, : t' num, < M 
bleibe. 

496. Jede ächte Reihe ist konvergent. 
Beweis. Es fei R = Uq -f u^ -f Uj +*" eine ächte 
Reihe, fo giebt es (nach 455) eine pofitive Zahl *< 1 von der 
Art, dass, für jeden Index r, u^ : t', was wir mit a, bezeichnen 
wollen, numerisch kleiner als eine gewisse endliche (pontive) 
Zahl M fei; dann wird 

R = ao + «i* + «2*^ +'•••? wo a, num. < M. 
Der Rest q^ dtefer Reihe von dem Gliede a^t" an ist 
?n = ant" + a„4.,t-H+.... 

Nun ist a, num. < M, a^t' num. < Mt', alfo (nach 418) 

Q^ num. < Mt" + Mt»+^ H 

num. <: Mt''(i + t + 1* -j ) 

t* 
num. < T&-. . 

Nun lässt nch hier n fo gross wählen, dass ^^ num. kleiner 
wird als eine beliebig gegebene pofitive Grösse k, und auch 
bleibt, wenn n noch wächst; dies wird nämlich erfüllt, wenn 



" ^ '«»• kö^) •• •"»• (t) 
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ist. Da airo der Reat ^^ ^iH wachrendem n nach Null za kon- 
vergirt, fo ist die Reihe konvergent. 

Anm. Um die Beziehung zwischen ächten, unächten, konver- 
genten und divergenten. Reihen noch anschaulicher hervortreten sa 
lassen, will ich hier noch die unächten Reihen berähren. Wenn die 
fämmtlichen Glieder einer unäehtcn Reihe endlich bleiben , d. h. nume- 
risch kleiner bleiben als eine endliche pofitive Zahl H, fo will ich 
diefe Reihe eine Ucbergangsreihe nennen, wenn dagegen die 
Glieder einer Reihe unendlich «werden, d. h. wenn es zu jeder poHtivcn 
Zahl M Glieder der Reihe giebt, welche noch grösser als M find, fo 
mag eine folcbe Reihe eine abf urde heissen. So z. B. ist die Reihe 
t + Jt^ 4" 4t' -f"' • • * ^^^^ ächte, wenn der numerische Werth der Zahl- 
grösse t kleiner als 1 ist *, fie wird eine Üebergangsreihe , wenn t nume- 
risch gleich 1 wird , und zwar eine divergente Üebergangsreihe , wenn 
t=:l, eine konvergente, wenn ts — 1 istj (ie wird abfurd, wenn 
t num. Z^ 1 wird. Eine folche abfurdc Reihe ist stets zu verwerfen. 
Hingegen hat die üebergangsreihe mit der ächten noch das gemein, 
dass fie den Werth der Funktion , welche durch die Reihe dargestellt 
werden foU, wirklich ausdrückt, gleichviel ob fie konvergirt oder 
divergirt. Im letzteren Falle zeigt fie, falls fie fleh dem Unendlichen 
nähert, dass für diefen Fall in der That die Funktion unendlich wird^ 
fo z.B. ist die obige Reihe bekanntlich die Reihe für — log. (1 — t); 
diefe Funktion wird mit t = 1 unendlich , ebenfo wie die Reihe t -j- 
lt'4-]t>+**', und diefe stellt alfo auch für diefen Fall noch den 
Werth jener Funktion dar. Oder, um ein einfacheres Beispiel zn 
wählen, die Reihe l + t + t^+»« wird für t = 4^1 eine Üebergangs- 
reihe; und zwar nimmt fie für t=:l, entsprechend der Funktion 

1 
z — -, deren Entwickelung fie darstellt, unendlichen Werth an. — 

Wenn hingegen die divergente Üebergangsreihe fich keinem nnend- 
liehen Werthe annähert, fondern stets, wie weit man fie auch ver- 
folge, zwischen verschiedenen Werthen hin und her schwankt, wie 

z. B. die Reihe l + t-f-t>-| bei dem Werthe t = — 1, fo lässt 

fich dennoch ihr Werth aus der Gränze bestimmen , nach welcher jene 
Reihe konvergirt, wenn man t zuerst kleiner als 1 fetzt und fich dann 
t der 1 unbegränzt annähern lässt» Aber alle diefe üebergangsreihen, 
felbst wenn fie konvergiren , dürfen nur mit Vorficht angewandt wer- 
den; da die Rechnungsgefetze ächter Reihen auf fie nicht mehr an- 
wendbar find. 

4S7. Wenn a eine beliebige Grösse, b, c,--- aber 
Zahlgrössen find, fo ist der numerische Werth (^) des Pro- 
duktes (abc*-*) diefer Grössen, gleich dem Produkte ihrer 
numerischen Werthe (a, ßy Yy--*); d. h. 



Beweis 1. Für zwei Grössen. Es Teien e^, es,-«- die 
reellen, le^, icj, • • • (i =^ — 1) die imaginären Einheiten von 
a und fei a = ^a^e^ + lyne«, wo die a^ und y^ alle reell find 
und fei b = J -f £i, fo ist (nach 414) a* = ^al + /«", ß^ 
= J* + *^ Ferner ist 

ab = ^ (fo7— ^Yc)% + '(^yg + ggftK, alfo 

= ü^ + ^')2;a« + n = /? V, 

airoy da ^, a, /} poiitiv flnd, 

^ = aj9,.d. h. abnum. = a/?. 
2. Da nun (nach Bew. 1) ab num. := aß ist, fo ergiebt 
fleh (nach Bew. 1) abc num. = a/}/ u. f. w. 

41S8. Wenn a und ai beliebige Grössen, b, c,-** bj, 
C|,*** aber Zahlgrösscn find und 

anum. <:ai, bnum. <:bi, c num. ■< Ci,« • • 
find, fo ist auch 

abc« • • num. < aib|C|- • •. 
Beweis. Denn es feien a, /J, y, •••, ai, /?i, yi,-«- be- 
ziehlich die numerischen Werthe von a, b, c,< • •, ai, b|, Ci,* • •, 
fo ist (nach 457) aßf"' der numerische Werth von.abe**- 
und aißiYi"» der von aibiCf-. Da aber a, ß, /»•••> «i> 
ßu yij • • ' pofitive Zahlen find und a < ai , ß <^ ßi, y < yi,- • • 
ist, fo ist auch aßy* • • ^OißiYi • •, d. h. abc« • • num.<^ aibjCi* •. 

Annk Diefe zwei Sätze, welche fystematisclier nach 4f 9 ständen, 
find hier nachgeholt, am fie im Folgenden verwenden zn können. 

ftS9. Wenn mehrere Reihen acht lind, fo ist auch ihre 
Vielfachenfumme acht, d. h. wenn 

R^ = ui + u; + uC») -f u<*) H 

Rj = Uj + u; + u?) + uW + . . . 



Rn = «a + U; + U?^ + U?^+--. 

ächte Reihen find, und ai, cCs,*«* a,^ beliebige endliche Zahl- 
grösscn find, fo ist auch die Reihe 

R = u + u' + u<*) + uW + * . . , 
wo fttr jeden Zeiger s 
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uW = a|U</> + Oauf ) -I OaU^«) 

ist, eine ächte Reihe. 

Beweis. Da Ri eine iichte Räihc ist, fq giebt es (nach 
454) zwei pcfitive Zahlen T^ und Mj, von d«nen die erstere 
> 1 ist, von 4ler Art, dass für jeden Zeiger s 

u^Ti num. <Mi 
fei. Ebenfo lassen lieh für die übrigen Reihen R29* ' * ^a Solche 
pofitiven Zahlenpaare Tj, M2,--** T^, M^ finden, von denen 
die erste jedes Zahlenpaares ^ 1, und fo, dass 

uf)T2 num. -c Ma,- • • u^JI^T^ nuin. < M„ 

ist. Es fei T die kleinste der Zahlen Ti,-*T., alfo noch 
T >> 1 , fo bleibt 

u?)T num. <: Mi, u^T num. -- Mai« • n^^T num. <c M., 

airo auch (nach 458), wenn ßw • * ß^ die numerischen Werlhe 
von Ol,«' • cEft find, 

fliU^^T num. -^. ftMi,. • • •, a^'^T num. <: /?^M^; 

folglich , da die rechten Seiten diefer Vergleichung pofitiv find, 
fo ist (nach 418) 

a,u(»)T H + a^xk^yi nüm. ^ßx^i -{ + ßuK 

d. h. 

uWT num. < M, 

wenn ßx^i-\ ^n^n mit M bezeichnet ist; folglich ist die 

Reihe R (nach 454) eine ächte/ 

§. 2. Die Reihen als Funktionen einer Zahlgrösse. 

460. Der nach der Zahlgrösse x genommene Differenzial- 

quotient einer ächten Reihe R^a^ -|- a^x + aaX^+ • • • =^a«x* 
ist wieder eine ächte Reihe. 

Beweis 1. Da R eine ächte Reihe ist, fo müssen fich 
(nach 455) zwei pof. Grössen t und M, von denen die erste 
<: 1 ist, finden fassen, (0 dass für jedes r 

^y- num. <: M 

ist. Nun fei x eine pofitivc Zahi zwischen t und 1, d..h. 
T^-X aber <: 1, fo zeige ich, dass allß JpUeder der Reike 



die Eigenschaft haben , dass für jeden Ind^x r bis ins Uneud- 

raJt'""^ 
liehe hin der Ausdruck —^ — endlich fei. In der That ist 

rapc'"^ _ rt' a^' 

Der zweite Faktor ist (nach Hypoth.) numerisch kleiner als 

H, alfo (nach 459) der ganze Ausdruck 

rt' 
num. -< -tMi , 

wenn wir der Kürze wegen den numerischen Werth von M ; x 
mit Ml bezeichnen. Nun fei n >• -, was stets möglich ist, 

da T grösser als t, alfo t — t ungleich null ist. Dann wird 

t t" 

n>(n + iy—j oder, indem wir mit -- multipliciren , 

nt" fn + llt"^^ 

— ^ >• ^ — -^ , und aus gleiehem Grunde 

(n + l)t»^-i . (n + 2)^^+2 



Nun werden aber die Ausdrücke ' 

t 2t 2 nt" 

-^— II • • • • I 

da ihre Anzahl endlich ist, und fie alle endliche Werthe haben, 

kleiner fein als eine gewisse poPitive endliche Grösse; diefe 

rt' 
heisse m. Da nun alle Ausdrücke — für jedes r, was grösser 

*^ 

als n ist, wie eben bewiofen, kleiner als —^ flnd, und dies 

letztere <: m ist, fo werden alle jene Ausdrücke für jeden 
Werth von r kleiner als m fein, alfo auch 
rt' 

Hier ist m eine endliche Grösse, aber auch Mi, wenn 
nicht etwa X gleich null ist, alfo auch mMi endlich, alfo auch 

-^ — numerisch kleiner als eine endliche Grösse, d. h. die 

20» 
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Reihe -pR ist eine ächte, vorausgefctzt noch, dass x^ ist. 

Wenn aber x = ist, fo ist "pR = ai, alfo gewiss eine 
ächte Reihe. 

2. Da nun -pR eine ächte Reihe ist, To ist (nach Be- 
il^ 
weis i) auch dessen Differenzialquotient nach x, d. h. ^-J^ 

eine ächte Reihe u. f. w. 

4:61. Wenn eine Reihe ao + »i* + ajX^ -[-... für irgend 
einen Werth x' der Zahlgrösse x acht ist, fo ist Tic es auch 
für jeden Werth der numerisch gleich oder kleiner als x' ist. 

Beweis. Denn wenn die Reihe für x = x' acht ist, fo 
müssen fich (nach 454) zwei pofitive Werthe T und M, von 
denen der erste > 1 ist, angeben lassen, fo dass für jedes r 

a^xT <: M 
ist. Dann ist aber, wenn xnum. = <:x' ist, 

a^T' num. = <: a^"T' [458] 

num. <c Ml, 
df^Ii. die Reihe ao -{- aiX -f- &2^^ 4~*** '^^ ^^^^ ^^^h eine 
ächte (nach 454). 

Anm. Es folgt hieraus rogleich (nach 360), dass auch die nach 
X genommenen Differenzialquotientcn jener Reihe für jedes x, was 
numerisch gleich oder kleiner als x' ist, ächte Reihen, alfo auch stetig 
fein müssen. Daraus folgt auch umgekehrt , dass wenn eine Funktion 
fx für irgend einen Werth von x, der numerisch kleiner als x' ist, 
fich in einer ächten Reihe foU entwickeln lassen, nothwendig fx und 
feine Differenziale für jeden Werth , der numerisch gleich oder kleiner 
als x' ist, .attch stetig fein müssen. Und es kommt darauf an, ob 
diefe Bedingung der Stetigkeit ausreichend dafür ist, dass fich fx iu 
einer ächten Reihe entwickeln lasse. Zu dem Ende kommt es darauf 
an , fx für die verschiedenen numerisch gleichen Werthe zu betrachten, 
namentlich für eine Reihe folcher Werthe, von denen jeder folgende 
aus dem vorhergehenden durch gleiche circuläre Aenderung hen'or. 
gcht. Nun hat Cauchy nachgewiefen, dass, wenn fx stetig ist, das 
arithmetische Mittel aller Werthe, welche fx erhält, indem x fort- 
schreitend einer konstanten circulären Aenderung unterworfen wird, 
bis X wieder zu dem ursprünglichen Werthe zurückkehrt, ein Aus- 
druck ist, welcher stets nach einer konstanten (von x unabliängigcn) 



Gränzc konvergirt, fobald der Winkel der circülären Aenderung ver- 
schwindend klein wird. Er hat aus dief€lm Satze auf eine Tebr fina^ 
reiche Weife die Bedingung abgeleitet, unter welcher eine FunkticHi 
fx fich in einer konvergenten (genauer in einer ächten) Reihe ent- 
wickeln lässt, worüber Moigno Le^ons de calcul differenticl Tom. 1 
p. 150s8. zu vergleichen ist. Der Gang der folgenden Entwickelung 
ist im wefentlichen derfelbe, wie er in dem angeführten Werke ge- 
wählt ist*, doch ist hier die Betrachtung verallgemeinert, in folem fx 
als extenfive Grösse betrachtet wird, während x felbst eine Zahl- 
grösse bleibt. 

462. Lehrfatz und Erklärung. Wenn fx stelig ist 

für jede Zahlgrösse x, deren numerischer Werth zwischen 

den Grftnzen a und b liegt^ und S eine n-te Wurizel der ab- 

2n 2n 

foluten Einheit und zwar ®=:cos. h i du. — ist, fo kon- 

vergirt der Ausdruck 

Xzfü®^) = ^^^®^ + ^^^®'^ + • • • + ^^®°^ 

n n 

mit unendlich wach Tendern n nach einer konstanten (von x 
unabhflngigen) Gränze. Diefe konstante Gran^Se fei das zu 
jenem Stetigkeitsgebiete gehörende konstante Glied der 
Funktion fx genannt und mit C(fx) bezeichnet. 

Beweis des Lehrfatzes. Da fx stetig ist, fo ist 
(nach 439) 

f(x + q)-fx = q(Px + iV), 
wo N mit q null wird. Da nun B^ numerisch gleich 1 ist; 
fo ist xB^ numerisch =Xy airo auch P(x@^) stetig. Setzt man 
nun in die obige Gleichung x®« statt x, und q = xö*(® — 1); 
fo verwandelt fich x + ? in xö«+^ und wir erbalten, wenn 
wir noch dem N den Zeiger a beifügen, 

f(x0«+i) — ftx®«) == x®«(® — l)[P(x®0 + iVJ. 

Nun ist, wenn wir -p mit <f bezeichnen, <WlCx0*) = ö*P(x0*) 
(nach 440); alfo wird 

indem wir statt B^N^j welches mit JV« numerisch gleich ist, 
alft), eben fo wie dies, mit q zugleich null wird, N\ geschrie-* 
ben haben. 
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Gehen wir nim zum arithmetischen Mittel über, To wird, 
wenn die folgenden Summen von a = 1 bis n genommen 
werden , 

Die linke Seite ist null; denn die dort erscheinende Summe 
ist gleich 

f(x©»^*) + f(x0") + |-f[x02)— f(x©») ; — fixG^) 

— ffx®), alfo =f(x®»+0 — f(x®) = 0, 
da ©» = 1 , alfo x®*» ^* = X® ist. Somit erhalten wir 

i 

Aber — ^N\ i^^ das arithmetische Mittel der Grössen 
n 

N\f N'2y' " y ist alfo j wie gross auch n fei , numerisch klei- 
ner als der grösste numerische Werth diefer Grössen, den 
wir mit N' bezeichnen wollen. Wenn nun n unendlich wird, 

to konvergirt ö=cos. hißn. — nach 1, Ulfe ö — 1 nach 0, 

alfo konvergirt auch q = x®*(0 — 1), was mit x(® - 1) nu- 
merisch gleich ist, nach 0, alfo auch N\, iV'a,-*-, alfo auch 

\ ffxJV*") 
N'; alfo auch J > -^^ ^, da fein numerischer Werth noch 

kleiner ist als der von N'. Setzen wir die Gränze, nach 



2' f(x®^) 
n 



welcher y -^^ ■ konvergirt =spx, fo haben wir alfo 

ig^x = 0, d. h. 9>x =^ Gonst. 

Anm. Ich habe hier den Satz, das«, wenn das Differential einer 
Funktion nuU bleibt, die Funktion konstant fei, aU bekannt vorans- 
gefetzt , um hier nicht die Entwickelung zu unterbrechen. Der Beweis 
di9&9 äaUes ist im Eingänge de» fo^^enden Kapitels (der Integral- 
rechnung) nachgeholt, und zwar ohne dass in diefem Beweife auf 
irgend einen Satz des gegenwärtigen Kapitels zurückgegangen fei. 

463. Das konstante Glied einer Vielfachenfumme von 

Funktionen (deren erste abgeleitete Funktionen stetig find), ist 

die enisprechende Yielfacheofumnie aus den konstanten Gliedern 

der Funktionen, d« b. (wenn fiX, f^x,-* stetig find, fo ist) 

C[aifix + ajfax -|- . •] = aiC(fix) + a2C(f,x) -i . 



«•«> 317 

I 

Beweis. , Wenn dierelbe Bedeutung wie in 462 hat, 

1 ^^ 

fo^ist C(fix) die Gränze, nach welcher — ^^fi(x0*) mit un- 

endlichem n konvergirt, d. h. es verschwindet — ^fi(x©*) 

— C(fix) mit — , ebenfo — Xt'2(x0*) — CCfax) u. f. w., alfo 
(nach 421) auch ihre Vielfachenrumme, d. h. 

lZaifi(x®«) + a2f2(x®«) + .--- aiC(fiX) ^ o^CCfax)-. -, 
d. h. es konvergirt 

nach aiC(fix) + OiCifiX) +••••. Aber die Grftnze, nach 
welcher jener Ausdruck konvergirt, ist (nach 462) mit 
C(aifiX + OafaX +• bezeichnet, alfo 

CCoifiX + OjfaX 4 ) = aiC(fiX) + «aCCfzX) H . 

464. Wenn m eine ganze Zahl, aber ungleich null ist, 
To ist 

C(x«)==0. 

Beweis. C(x™) ist (nach 462) ^ie Gränze, nach welcher 

1 ,r 

—JUx^^y^ mit unendlich wachfendem n konvergirt. Es ist 

aber — 2^(x0*)™ = — ^©™^ Nehmen wir n fo gross an, 

dass m num. <^n ist, und fetzen ^ö™«=:s, fo ist 

s = ®°* + @^ -\ + ®"™ 

s = 1 + 0°* + ®^ H + 0(»-i)"», 

weil ß^ = 1 ist. Es geht aber der obere Ausdruck aus dem 
unteren durch Multiplikation mit &^ hervor; alfo haben wir 

= s, d. h. s(l — ®°») = 0. 



Es ist aber (nach 462) ® = cos.— + ifin.— , alfo ®°» 

= cos. 1- ifin. : alfo da — ein fichter Bruch ißt, fo 

n * n ^ n 

ist 0"^1, alfo folgt aus der Gleichung s(l — ®") = 0, dass 
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x°»- i ^ 

s gleich null ist, alfo auch — >70"»=O, d. h. — >7rx0«)"=O, 

n n 

fobald n >* m ist, alfo die Gränze, nach welcher dierer Aus- 
druck mit unendlich wachfendem n konvergirt, 0, d. h.C(x"*)=0. 

Anm. In diefen Sätzen liegt der Grand der obigen Benennung, 
indem, wenn fx eine beliebige (begränzte) Potenzreihe von x mit 
ganzen pofitiven oder negativen Exponenten und dem konstanten 
Gliede a ist, C(fx) gleich diefem konstanten Gliede a ist. 

465. Wenn x num. > a ist, fo ist 

X — a 
Beweis. Es ist 



X— a ' X ' x^ ' x'-^* ' x'^^Cx— aV 

Alfo (nach 463) 



X — a Lx' \x — a)J 



Nun ist das letzte Glied der rechten Seite (nach 462) nume- 
risch kleiner als der grösste der Ausdrücke , welche aus 



a' 



,_i^ — r hervorgehen, indem man statt x beliebige mit x 
X ^x ~~" aj 

numerisch gleiche Werthe fetzt. Der grösste diefer Ausdrücke 

ist, wenn A und X die numerischen Werthe voa a und x find, 

A' 
= ^^^tjty Äv ^^^ """ P ®*"® beliebige pofitive Grösse, fo 

A' 

kann man r stets fo gross wählen , dass ^^^u^ *> »^um. < p 

wird, und auch bleibt, wenn p noch wächst; alfo wird dann 

d. h. numerisch kleiner als jede pofitive Grösse, d. h. =0, alfo 

466. Wenn die zweite abgeleitete Funktion von fx stetig 
ist für jeden Zahlwerth x, der numerisch kleiner als x^ ist, 
fo lässt fich fx in einer ächten, nach Potenzen von x auf- 
steigenden Reihe entwickeln. Und zwar, wenn z num. > x, 
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aber num^ < x' ist und das Zeichen C (Ich auf die Variable 

I 

z bezieht, während x als konstant gefetzt wird, fo ist 



•^^i^hi^-m 



und wenn X und Z beziehlich die numerischen Werthe von 
X und z Hnd, und F der grösste der numerischen Werthe ist, 
welche fz für die verschiedenen Werthe von z, welche nume- 
risch = Z find, annimmt, fo ist jedes Glied der obigen Ent- 
wickelungsreihe von fx, und auch der Rest der Reihe numerisch 
kleiner als das entsprechende Glied und als der entsprechende 
Rest der nach Potenzen von X entwickelten Reihe 



ZF _p\ 3^ 

Z -X~ Z.Z« 



Beweis. Es fei zunächst für z nur vorausgefetzt, dass 
es numerisch kleiner als x' fei, fo ist (nach Hyp.) f"z stetig, 
alfo (nach 447) auch Pz und fz. Nun fei x als konstant be- 
trachtet, und nur z als variabel, und fei das konstante Glied 
der Funktion 

„ zffz — fx) 

* cpz = -^^ 

^ Z — X 

betrachtet; alfo zunächst die Stetigkeit von 9)'z unterfucht. lls 

f 2 fx 

ist zuerst für z = x der Ausdruck (nach 429, wo 

z -~- X 

man nur dx = 1 , und x + q = z zu fetzen hat) = Px = Pz, 
alfo in diefem Falle yz^zf'z, alfo y'z in diefem Falle = Pz 
+ zP'z, alfo stetig, da Pz und P'z es find. Ferner, wenn 
z^x, alfo z — x^O ist, fo ist 

fz — fx , zPz z(fz - fxj 
Z — X Z — X (z — x)^ 
Da nun fz, Px, z stetig find, und z — x ^ ist, fo ist 
auch in diefem Falle q>'z stetig; alfo ^'z fo lange stetig, als 
z num. <: x' ist. Somit bleibt C(</)z) (nach 462) von unver- 
ändertem Werthe, fo lange z num. < x' ist, aber für z = 
wird (nach '*^) q>z gleichfalls null, fomit ist C(9)0) = 0, alfo 
auch C(9)z), alfo erhalten wir die Gleichung 
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Nehmen wir jetzt z numerisch > x aber noch immer num. 
x' an, fo ist/Z — x^O und es find daher und 



Z — X Z— X 

To wie ihre Differenziale nach z stetig, alfo (nach 463) 



i-?-J - '4^J = »• 



2 

Aber C = 1 (nach 465, wo man nur z statt x, und 

z — X ^ ' ' 

X statt a zu schreiben hat), folglich hat man 

Z XX x'"~^ x' 

Nun ist = 1-1 F-T-f--*' + -T"! + "TT/- V 

z — X z z* j^-^ z'-*(z— x) 

airo (nach 463) 

fx = C(fz) + xcQ) -}- ^'c(~)-{. . . 

Hier ist das letzte Glied (nach 462) numerisch kleiner 

als der numerisch grösste der Ausdrücke, die man erhält, wenn 

x'fz 
man in -^^j ^ statt z alle möglichen mit ihm nume- 

Z I Z ~~~" XI 

risch gleichen Werthe fetzt. Der grösste der numerischen 
Werthe, die dabei fz annimmt, ist oben mit F bezeichnet, die 
numerischen Werthe von z und x aber mit Z und X; der 

numerisch grösste Werjh, den annehmen kann, ist 

Z ""^ X 
1 ir ' . r X'fz ^ X'F . ^ 

alfo ist C— -r; r num. < „. ^y „ :=fz ; und aus 



Z - X' z'-i(z — X) Z'-i(Z - X)' 

gleichem Grunde find die übrigen Glieder, vom ersten anfan- 
gend, numerisch kleiner als F, -=-, yä-,-" f^fZTl ^^^^ ^"^ 

aber die entsprechenden Glieder und ersteres der entsprechende 

FZ V~X^ 

Rest der Reihe ^ _^ = '^ / tT- ^® "^" endlich die letzt- 
genannte Reihe eine ächte ist, fo ist auch die Reihe für fx, 
da ihre Glieder numerisch noch kleiner find, als die Glieder 
diefer Reihe, eine ächte. 
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4167. Der T a y I o r'sche und H a c 1 a u r i n'sche Satz. Wenn 
f'x stetig ist Tür jedes x, was numerisch kleiner als x' ist, fo 
ist in demfülhen Umfange 

fx = f(0) + xp(o) + ~no) + yJP'>0 + . . 

Beweis. Denn dann lässt lieh fx (nach 466) in einer 
Reihe entwickeln. Es fei diefe R«ihe 

(*) fx = Za;i^ 
fo ist 






[448], 



airo P'^>0 = n!any da alle übrigen Glieder null find, alfo 

pn)o 



"»""Tu- 



Dies in (^) eingefetzt giebt die zu erweifende .Gleichung. 

Anm. Da f(a + x) als Funktion von x betrachtet werden kann, 
fo ist es überflüssig, den Satz in zwei Sätze (den Taylor*8chen und 
Maclaurin'schen) zu zertrennen. 

§. 3. Entwickelang der Funktionen mehrerer Zahlgrössen oder 

Einer extensiven Grösse in Seihen. 

468. Lehrfatz und Erklärung (Erweiterung von 
462). Wenn f(x,, Xs,*-*) eine Funktion mehrerer veränder- 
licher Zahlgrössen X|, Xj,* • • ist, und die zu diefem Vereine ge- 
hörigen partiellen ersten Differenzialquotienten ;|— fCxi, Xj,* • •)> 

uX| 

-.- f(Xi, X2,- • Or * * ollemal stetig find, fohald gleichzeitig der 

numerische Werth von X| zwischen den Gränzen aj und b| , der 
von X2 zwischen den Gränzen 82 und b^ liegt u. f. w.; und wenn 

endlich ©1 = cos. ^- + i Tin. — , ©2 = ^os. ^ ifin. — , • • • , 

n, Ui Uj Ua 

fo konvergirt der Ausdruck 

21 
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mit den unbegränzt wachfenden ganzen Zahlen n^, nj,- • • nach 
efner konstanten (von x^, Xj,* • • unabhängigen) Gränzc. Diaro 
konstante Gränze fei das zu jenein Stetigkeitsgebictc gehörende 
konstante Glied der Funktion f(Xi, Xj,* • •) genannt und mit 
C[f(xi, Xj,'*-)] bezeichnet. Dann ist für 2 Variabein 

C[f(x„ X,)] = C,iC,[fix,, xj)]), 
wo C2 fich nur auf die Variable X2 bezieht (X| als konstant 
gefetzt) und C^ fich nur auf die Variable x^ bezieht (x^ als 
konstant gefetzt); und entsprechend für mehr Variabein. 

Beweis 1 (für 2 Variabein). Nach der Bedeutung der 
Summenbezeichnung ist 

wo die innere Summe fleh nur auf den Index b bezieht, die 
äussere nur auf den Index a. Lassen wir nun zunächst nj 
unbcgränzt wachfen, fo konvergirt die innere Summe (nach 
462) nach einer von Xj unabhängigen Gränze, welche wir mit 
C2[f(Xi05, X2)] zu bezeichnen haben. Diefe Gränze wird alfo 
nur noch eine Funktion von x^€>\ fein, und fei diefelbe mit 
9(^1®?) bezeichnet; fo ist die Gränze, nach welcher der obige 
Ausdruck mit unbegränzt wachfendem Us konvergirt, 

= -fZ9(Xi0?); 

wächst nun auch Ui unbegränzt, fo konvergirt (nach 462) 
diefer Ausdruck nach der auch von X| unabhängigen Gränze 
C,[9x,]. Nach diefer Gränze konvergirt alfo der ursprüng- 
liche Ausdruck, wenn in ihm fowphl n^ als nj unbegränzt 
wachfen; d. h. es ist 

C[f(x„ X2)] = C,[5pxi]. 
Aber es war <iP(Xi®^) = C2[f(xi0*, X2)] gefetzt, alfo ist (für 
a = 0), 9x1 = C2 [ftxi, X2)]; alfo 

C[f(Xi, X2)]=Ci(C2[f(Xi, X2)]). 

2. Diefelbe Schlussreihe lässt Tich auf beliebig viele Ver- 
änderliche übertragen. 

Anni. Es versteht fich von felbst, dass man auch nj =n2=:»*', 
alfo auch @i = 0a = • • * fetzen kann , ohne dass der Satz aufhört 
richtig zu fein. 
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469. (Erweiterung von 466). Wenn r(xi, Xa,*") eine 

Funktion mehrerer veränderlichen Zahlgrössen X|, ^2y" - ist, 

und die zu dem Vereine diefer Verftnderlichen gehörigen 

d^ 
parliellen zweiten Differenzialquotienten j- , f(Xi, Xj,---)? 

d^ 

T-äf(xt, Xj,- ••)>••• allemal stetig find, fobald gleichzeitig Xj 

numerisch kleiner als x'^ , X2 numerisch kleiner als x'2 i^^ 
u. f. w., fo lässt Fich r(Xi, Xj,* * •) in einer nach ganzen homo- 
genen Funktionen von Xi, X2, • • • aufsteigenden ächten Reihe 
entwickelQ. Und zwar wenn lieh das Zeichen G auf die Ver- 
änderlichen Zi, Z2,* • • bezieht, während x^, X2* • • als konstant 
gefetzt werden, fo ist 

und wenn Xi , Zi , X2 , Z2 , - • • beziehlich die numerischen 
Werthe von Xi, Z|, X2, Z2,**- find, und F der grösste der 
numerischen Werthe ist, welche f(Z|, Z2,'*-) für die ver- 
schiedenen Werthe von Z| , Zj , • • • , welche beziehlich nume- 
risch = Zi, Z2,- • • find, annimmt, fo ist jedes Glied der obigen 
Entwickelungsreihe von f(xi, X2,- • O? fo ^^^ auch jede Summe 
jener Glieder und namentlich der mit dem homogenen Gliedc 
eines beliebigen (n-ten) Grades beginnende Rest der Reihe 
numerisch kleiner als das entsprechende Glied, oder die ent- 
sprechende Summe oder der entsprechende Rest in der Reihe 

„ Zi . z» VrxTx' 



Z- Zf z\ 



Zj — Ai Z2 A2 

Beweis 1 (für 2 Veränderliche). Betrachten wir zu- 
nächst X| als konstant, fo ist (nach ^6) 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist nur noch, eine 
Funktion von X| und X2; diefe Funktion fei mit SP(X|, Xj) 
beseichnel, fo ist (nach 466) 



824 CAW 



f(x, 



, X2) = 9)(x„ X2) = ^iL^-z!.x ^^^" ^^^J' 



wo C| rieh nur auf die Veränderliche z^ bezieht. Setzen wir 
nun statt ^(zi, Xj) feinen Werth, welcher aus der rechten 
Seite der obigen Gleichung (*) dadurch hervorgeht, dass man 
Zi statt Xi Tetzt, To erhdit man 

Da Ca fich nur auf die Variable z« bezieht, alfo — 

zi — Xl 
in Bezug auf Ca als konstant gefetzt wird, To können wir 

(nach 463) auch das Zeichen Cj vor diefen Faktor Fetzen und 

erhalten 

= Cr-^^— .—''^f(z.,z,)l [nach468], 

alfo Formel (a) bewiefen. Es kommt nnn darauf an, hier den 
in Klammern geschlossenen Ausdruck, in welchem wir der 
Kürze wegen f statt f(Z|, Zj) schreiben wollen, in einer Reihe 
nach steigenden ganzen homogenen Funktionen von x, und x, 
zu entwickeln , und den zugehörigen Rest hinzuzufügen. Setzen 
wir Uq, Ui,'*** Uu_i als die n ersten Glieder und r^ als den 
zugehörigen Rest diefer Reihe, alfo 



«« ?1 *2 



Zj — X|^ Z2 **~" Xj 



.f=Uo + Ui+... -{rUa-i + r„, 



fo ist bekanntlich Uo = f , Uj = f — + — Jf , und für jeden 



Index r 



"'=2¥i'""+''="' 



und r^ =* — ^ ^ — n^. 

Zj — Xj Z2 — X2 

Dann ist alfo 

f(xi, X2)«r «0 + C(ui) + C(«2) +• - • C(u^_0 + C(rJ. 
Hier ist jedes Glied der rechton Seite (nach 462) nume- 
risch kleiner als der numerisch grösste der Ausdrücke, die 
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man erhftlt, wenn man in die in Klammer geschlossene Funktion 
von Z| und Z2 statt diefer Variabein alle möglichen mit ihnen 
numerisch gleichen Werthe Tetzt. Der grösste der numerischen 
Werthe, die dabei f annimmt, ist oben mit F bezeichnet, die 
numerischen Werlhe von z^ und Z2, x^ und X2 mit Zi und 
Z2, Xi und X2. Folglich ist 

x«x*f _ x;x*,F 

— — - niim ■<! — - — '— • 

airo da der Ausdruck rechts pofitiv ist, fo ist (nach 418) auch 



Vx?x*f _ VX*X*F 

Z- z?z» z^ Z\Z\ ' 



alfo auch (nach ***) für jeden Index r 

u, num. < ü,, . 
wo Vr dasjenige bezeichnet, was aus u, hervorgeht, wenn 
man darin Xi, Zi, X29 Zj, F statt x^, z^, X2, Z2, f fetzt, fo 
dass alfo 

h\ Aj iLi2 — A2 

wird, wo auch der Rest R^ aus r^ durch diefelben Substitu- 
tionen hervorgeht. Diefer Rest ist noch zu unterfuchen. Es 
ist, wie fo eben gezeigt, 
Un num. -< Uß. 
Ferner aber auch, da unter allen Werthen welche Zi — x^ 
annehmen kann, wenn statt z^ und X| alle möglichen mit ihnen 
numerisch gleichen Werthe gefetzt werden, Zi — Xi dor nume- 
risch kleinste ist, fo ist 

z Z 

— ^ — num. -< .7— ^ Y~j ""^ aus-gleichera Grunde 

Zi •— X| ^1 — Aj 

num. ^ 



Z2 ~~" Xj iA\ **** A2 

Alfo da di« l>eid6n letzten Yergleichungen nur Zahlgrpssen 

enthalten, fo ist (nach 458) 

Zi Z2 ^ Zi Z2 ., 

u^num. <= — ^jr.= — Sr-^n, 



Z| — Xi Z2 —" X2 Zi — Aj Zi '-^ Aj 

d. h» Fa num. < R«. 

. Alfo ist Mch .(mu>h 4«») 

C(u,) num. <: U,, C(rJ num. <- R^, 
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d. b. jedes EnlwickelungsgUed der Reihe fftr f(xi, X2), und 
der Rest derfelben ist numerisch kleiner als das entsprechende 
Glied und als der entsprechende Rest der Eniwickelungsreibc 
(^^^*). Diere letztere Reihe ist aber bekanntlich konvergent, 
d. h. ihr Rest R^ konvergirt mit unbegränzt wachfendem n 
nach null; alfo thut dies auch der Rest C(rJ, da er noch 
numerisch kleiner als R^ ist, d. h. auch die Entwickelungs- 
reihe für {(x^, Xj) ist konvergent , Fo lange nämlich die Be- 
dingung erfüllt wird, dass Xi num. <^ x' und X2 num. ^x\ 
bleibt. Die Reihe für f(xi, Xj) war aber, wenn wir den Rest, 
wie dies bei konvergenten Reihen gestattet ist, weglassen , 
f(xi, xO = Uo + C(ui) + C(U2) + . • ., 






wo C(Ur) = 07 ~\-l (a + b = r), d. h. 



=2^tx»cp%f^}«+^='^). 



womit die Formel (b) bewiefen ist. Es bleibt noch zu zeigen, 
dass die Reihe f(xi , Xj) = Uq + C(U|) + C(U2) + • • • nicht 
bloss eine konvergente, fondern auch eine ftchte ist. Da Xi, 

x' x' 

Xj num. <: x'i, x'^ find,, fo find — und — num. >• 1; folglich 

Xi Xj 

muss es eine pofitive Zahl T geben , welche > 1 aber nume- 

x' x' 

risch kleiner als — und — ist. Dann hat man x^T num. 

Xi X2 

<: x\ und XjT num. < x'2 , folglich muss die Reihe für ((x^, x,) 
noch konvergent bleiben, wenn man XiT statt x^ und X2T statt 
X3 fetzt; dann verwandelt fich aber C(u,), da es eine homogene 
Funktion r-ten Grades von X|, X2 ist, in TCCu,), folglich 
bleibt die Reihe 

Uo+TC(uO + T2C(u2)+... 
konvergent, alfo auch ihre Glieder bis ins Unendliche hin end- 
lich , alfo (nach 454) die Reihe 

Wo + CCiii) + C(U2) + • . 
eine ftchte. 

2. Der Beweis 1 ist überall fo geführt, dass er fich un- 
mittelbar auf beliebig viele Variable übertragen Iftsst. 
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470. Der Taylor'sche Salz (467) gilt auch, wenn x 
eine beliebige extenPive Grösse ist; d. h. es ist auch in diofem 
Falle 

2 

2" 



fx = f(0) + xPO + ^{-0 + . . = ^^f^^^, 



vorausgefetzt, dass d^fx für jeden Werth x, der numerisch , 
kleiner als x' ist, stetig fei. 

Beweis. Es fei x==Xiei + X2e2 +• • •, wo Cj , Ca,« • • 
die*normalen Einheiten von x Tind, fo ist (nach Hyp.) d^fx 
stetig; aber (nach 449) 

difx=(j;fx.dx;+j;fxdx;H +2Ji(J2fx.dxidx2 + .., 

wo <Ji, Sif- die zu dem Vereine der Variabein x, , Xj,-- 
gehörigen partiellen DiflTerenzialquotienten und. Diefe Glei- 
chung gilt für jede V^erthreihe von dx^, dxj,* • •, alfo nament- 
lich, wenn man dxj, dxg,*-* null fetzt. Dann aber wird d^fx 
= J|fx-dx], alfo ist J^fx stetig, aus gleichem Grunde J^fx 
u. f. w.; alfo lässt fleh (nach 469) fx, als Funktion von X|, 
Xj,**- in einer ächten Reihe entwickeln, deren Glieder nach 
ganzen homogenen Funktionen von x^, Xa/**« fortschreiten, 
es fei 

fx = Uo + Ui + U2 H 

diefe Reihe, wo 

Wr = Xa^Ä^^*^*^^ + B + • • =:r) 
ist. Setzen wir hier 

^a«^,,..[l|e,]ni;e2?- • .(a + b + • • = r) = a„ 
wo 1 eine durch x ausfüllbare Lücke bezeichnet, fo wird u^ 
= a,x', und alfo 

(*) fx = ao + a^x + aaX^ H . 

Setzen wir hier x = yz, wo z eine Zahl ist; fo wird 

fx = f(yz) = ao + Biyz ^aaif^z^... =^a«y«z«. 
Alfo find (nach 460) die Dlfferenzialquotienten diefer Reihe 
nach z gleichfalls ächte Reihen, und es wird alfo 

Aber (nach 440) ist — f(yz) = P(yz)--(yz) = Px«y, und 
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d^ d» 

ebenfo j-2fCy2) = f'^'Y^ u. T. w., .j-/(y2) = P*^* ' Y". Alfo 



f(»)x • Y"" = / r-^^.M* • z«'^ 



Setzt man nun z = 0, fo wird auch x=:yz = Oy alfo 

f(«^)0.y'^=:nlaa-y°, 
da alle übrigen Glieder der rechten Seite verschwinden. So- 
mit, da diefe Gleichung für jeden Wertb y gilt, fo ist, wie aus 
357 leicht hervorgeht, 

{(n)0 

f(n)0 = n!a„, alfü a^=-f, 

was, in die obige Gleichung (^) eingisführt, die zu ^rweiCende 
Formel liefert. 

^a|). 4. Jintegrolred^nung. 
§. 1. Integration von Bifferenzialausdr&cken. 

471. Wenn ft eine reelle Zahlfunktion der reellen Zahl- 
Grösse t ist, und die abgeleitete Funktion Pt zwischen t = t| 
und t2 stetig und pofitiv ist, fo wächst zwischen denfelben 
GrSnzen ft mit t; wenn dagegen Pt stetig und negativ ist, to 
nimmt ft ab, während t wächst. 

Beweis. Es ist (nach 439, indem man hier t statt x, 
und z = 1 fetzt) 

f(t + q) = ft + q(rt + iV), 
wo N mit q verschwindet, alfo 

f(t + q)-ft = q(f't-t-JV). 

Da iV mit q verschwindet, fo muss ftir gehörig kleine 
Werthe von q auch f't -f* iV mit Pt gleichbezeichnet fein ; alfo 
wenn q und ft gleichbezeichnete Grössen find, fo wird dann 
q(f't -h iV) pofitiv, alfo auch f(t + q) ::^ fl fein; d. h. ft wächst 
mit t, wenn aber q und Pi ungleichbezeichnete Grössen find, 
fo wird q(fl + N) negativ, alfo f^t + q) <: ft, d. h. ft nimmt 
ab wenn t wächst. 

472. Wenn die reelle Zahlfunktion ft der reellen Zahl- 
Grösse t für t = t| denfelben Werth annimmt, wie fürt = t2, 
wo t2 > t| ist und ft für jeden Werth t, der zwischen tj 
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und ts liegt, stelig ist, To muss für irgend einen Werth t, 
der zwischen t^ und t2 liegt, Pt = fein. 

Beweis. Wenn Vi für jedes zwischen t| und tj liegende 
t von Null verschieden wftre, fo müsste es fortdauernd pofitiv 
oder fortdauernd negativ fein. Denn wäre Pt für einige Werthe 
pofltiv, für andere negativ, fo müsste es mindestens einen 
Werth geben, wo ft aufhörte poHtiv zu fein und anfinge 
negativ zu werden oder umgekehrt; da ab^ Pi (nach Hyp.) 
stetig ist, fo müsste es bei diefem Werthe von t nolh wendig 
null werden. Wenn aber Pt dauernd pontiv wäre, fo würde 
(nach 471) ft2 ^ fti fein, was mit der Vorausfetzung, dass 
ft| = ft2 fei, streitet; es müsste alfo Pt dauernd negativ fein; 
allein dann wäre fti <i ft, (nach 471), was gleichfalls mit der 
Vorausfetzung streitet, alfo ist die Annahme, dass P(t) für 
jedes zwischen ti und t2 liegende t von Null verschieden fei, 
unmöglich, d.h. Pt ist für irgend ein zwischen t^ und ta lie- 
gendes t null. 

473. Wenn ft eine reelle Zahlfunktion einer reellen 
Zahlgrössc t ist, und Pt für jedes zwischen t^ und t2 liegende 
t stetig ist, fo muss für irgend ein zwi£l;hen diefen Gränzen 
liegendes t 

ft» - ft. _ f». 

fein. 

Beweis. Die Funktion 

nimmt für t = ti den Werth fti, für t^t^ denfelben Werth 
fti an; da nun y't = Pt — (rt2 — fit) : (tj — ti) ist, fo ist alfo 
auch fpH zwischen jenen Gränzen stetig, folglich giebt es (nach 
472) einen zwischen denfelben Gränzen liegenden Werth t, 
für welchen 9't = 0, d h. 

ta-ti 

ist. 

4H. Wenn ft eino beliebige Funktion der reellen Zahl- 
grösse t ist, fo ist, fo lange Pt£=0 ist, auch ft nothwcndig 
konstant. 

21* 



Beweis i. fl Tei eine reelle Zahlfunktion. Angenom- 
men , es habe ft für zwei verschiedene Werthe t^ und tj un- 
gleiche Wcrthe, alfo fti ^ ft2, während doch Pt zwischen %i 

und t2 null fei, fo hätte man (nach 473) för irgend ein zwischen 

ff fi 

i* und ta liegendes l, ft = -p -— alfo ungleich null, was 

mit der Vorausfetzung streitet; alfo ist die Annahme, dass ft 
für irgend zwei Werthe, welche noch innerhalb der Gränzen 
Hegen, zwischen welchen Pt = ist, ungleiche Werthe an- 
nehme, unmöglich, d. h. ft ist innerhalb diefer Gränzen konstant. 
2. Wenn ft eine beliebige Funktion ist, und ei, 62,- •• 
ihre normalen Einheiten und fjt, f2t,*v die zugehörigen Ab- 
leitzahlen find, alfo 

ft = Cifit -f- e2f2t -f • • • 
ist; fo ist (nach 434) 

dfl = e|df,t ^-Oadfat -I , d.h. 

Pt==eif'it + e2f2t-| . 

Da nun vorausgefetzt war , dass ft = fei , fo find (nach 28) 

f'it = f'-2t=- =0, 
alfo (nach Bew. 1, da' fit u. f. w. Zahlfunktionen find) f^t, fst,* • • 
konstant, alfo auch Cifit -j- 02f2t -| — • konstant, d. h. ft konstant. 

473. Wenn dxfx innerhalb gewisser Gränzen, für jedes 
dx, null ist, fo ist innerhalb derfelben Gränzen fx konstant. 

Beweis. Es feien Ci, 02,*** die normalen Einheiten, 
und Xi, X2,*** die zugehörigen Ableitzahlen von x, alfo x=: 
XxCi -f X2e2 -| — , und feien^ die zu dem Vereine der Variabein 
^i9 ^%9' " gehörigen parlicllen Differenzialquotienten nach x^, 
X2,;* bcziehlich mit J^, (^29* ** bezeichnet, fo ist (nach 437) 
dxfx = c^ifx • dxi + d^fx • dxa -^ . 

Da nun d^fx (nach Hypoth.) für jedes dx null ist, alfo 
auch wenn dx^^O, dxj, dxg,* • • null find, fo hat man (^ifx = 0, 
alfo (nach 474) fx von x^ unabhängig, und aus gleichem Grunde 
auch fx von x,, Xs,*-* unabhängig, d. h. von x unabhängig, 
alfo konstant. 

470. Wenn innerhiilb gewisser Gränzen die Diferenziale 
der Funktionen fx. und gix fortdauernd gleich find, und fär 
irgend einen Werth x innerhalb jener Gränzen die Funktionen 
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reibst einaBder gleich find, fo findet diefe Gleichlieit aucli für 
jeden andern zwischen jenen Gränzen liegenden Werth x statt. 

Beweis. Es fei Fx = fx — yx, fo hat man dFx=dfx 
— dyx, alfo dFj^ innerhalb jener Gränzen, für welche die 
Yorausfetzung, dass dfxsdyx fei, statt fand, null; alfo (nach 
475) innerhalb derfelben Gränzen Fx konstant, d. h. fx — q>x 
=: Konst. Da nun für einen gewissen Werth von x, nach der 
Yorausfetzung, fx = g>x ist, fo ist die obige Konstante null, 
alfo far jeden Werth x innerhalb jener Gränzen fx — yx = 0, 
d. h, fx = 9X. 

477. Erklärung. Wenn t eine pofitive Zahl ist und 
die Funktion ft zwischen t = und t = ti stetig ist, fo ver* 
stehe ich unter dem Integral von ftdt diejenige Funktion Ft, 
welche mit t null wird und deren nach t genommenes Diffe- 
renzial für jedes t, welches zwischen jenen Gränzen liegt, 
gleich ftdt ist. Ich bezeichne dies Integral mit d^^ftdt; d. !)• 
es ist 

d-m.dt = Ft, 
wenn dtF(t) =s ft . dt und F(0) = ist. 

An m. Die gewählte Bezeichnung gewährt vor der gewöhnlichen 
den Vorzugs dass ßc nur als eine Erweiterung der fttr die Differenzial- 
rechnumg geltenden erscheint^ eine neue ßezeichniuig schien aber 
wänschcns werth, da der Begriff des Integrals , wie er oben aufgestellt 
ist, mit dem gewöhnlichen Begriffe desfelben nicht deckend ist. Wenn 
wir bei der gewählten Bezeichnung festfetzeü, dass das Differenzial, 
auf welches fich die Integration bezieht (hier dt) stets an deh Schtuss 
des au integrirenden Auedrackes gestellt werde, fo könfien wir bei 
derfelben die Klammer, welche eigentlich den zu integrirepdeit Aas* 
druck umschliessen müsste, entbehren. Eben fo hat man nicht n()thig, 
die Grösse, nach welcher integrirt werden foU, dem Integfations- 
idchen beizaftlgen, da diefe glelchfiblls durch das an den .6chluss ge- 
stellte Differenzial schon bezeichnet ist. Allein dann miißsma^ fest* 
halten, dass man dann nicht fUr dies Differenzial einen ihm gleichen 
Ausdruck, welcher ein anderes Differenzial enthält, fetzen darf, wenn 
man nicht zuvor nachgewiefen hat, dass das Integral, wenn es Fich 
auf dies neue Differenzial bezieht, denfelbcn Wert^i beibehlHt. Di^ 
Aendcrung in dem Begriffe des Integrals, wie fie die obige Definition 
zeigt, besteht darin, dass die Unbestimmtheit, welche das fogeoannte 
allgemeine Integral vermöge der willkürlich hidzuzufttgenden Konstan- 
ten erhält, aufgehoben ist, indem das lategral nach d^m aufgestellten 
Begriffe stets zwischen zwei genau fbMgestellteti Gränzen genommen 
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ist, indem nämlich als Anfangsgränze 0, als Endgrftnze der Werth 
der Yariabeln felbst gefetzt ist. Das allgemeine Integral ist als für 
ficb bestehende Grösse aus der Mathematik aus demfelben Grunde 
gänzlich zu verbannen, wie alle andern mehrdeutigen Grössen und 
Grössenverknüpfungen , weil nämlich kein algebraisches Gefetz für 
folche mehrdeutigen Ausdrücke allgemeine Geltung behält. Es hat 
alfo nur das bestimmte Integral wissenschaftliche Berechtigung. Die 
gewählte Bezeichnung reicht aber aus, um jedes bestimmte Integral 
zu bezeichnen. Denn foll z. B. das Integral von fz*dz zwischen den 
Gränzen a und a-|-b genommen werden, fo hat nutn nur z = a-f t 
zu fetzen und d-'^fCa -f t)dt zu nehmen und nach der Integration t = b 
zu fetzen. Noch bemerke ich, dass die Stetigkeit der zu intergriren- 
den Funktion im Folgenden überall vorausgefetzt wird, auch wenn 
diefe Bedingung nicht ausdrücklich hinzugefügt ist. 

478. Zu ratz. Es ist ' 

dt(d-^ftdt) = ft.dt, und [d-mdt](t = 0) = 0. 

479. Wenn f(0)=0 ist, fo ist für jedes t, was zwischen 
den Gränzen und t' Hegt, zwischen welchen dft stetig ist, 

d-Mft = fl. 

Beweis. Nach 478 ist, wenn alle Differenziale nach t 
genomoien find, 

d(d-*dft) = dft und [d-Wt](l = 0) = 0; 
alfo haben die beiden Funktionen d~Mft und ft die Eigen- 
schaft, dass für jedes zwischen und t' liegende t ihre Dif- 
ferenziale gleich rind, und dass für t = beide Funktionen 
einander gleich, nämlich gleich null werden; denn für d~^dft 
haben wir es fo eben bewiefen , und für fi ist es (nach Uy p.) 
der Fall. Alfo find (nach 476) beide Funktionen einander 
gleich. 

480. Eine Summe integrirt man, indem man die Stücke 
integriri, und ein Produkt, dessen einer Paktor konstant ist, 
integrirt man, indem man den variablen Paktor integrirt, und 
den konstanten unverändert lässt; oder beides zu einer all- 
gemeineren Formel zufammengefasst, 

d-*Za"Aa)<«t =^ Zaad-^fa(l)dt. 
Beweis. Nach 478 wird die Funktion d-'^fa(t)dt mit t 
null, alfo auch aad~^fa(t)(lt, alfo auch die Summe diefer Aus- 
drücke; folglich ist (nach 479) 
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= d-^X8,dd-*f,(l)dt [432, 433] 

= d-'j;^j;jm' [478]. 

481. Wenn ft stetig ist für jede zwischen den Gränzen 
und t' liegende pofltive Zahlgrösse t, To ist für jedes Tolche 
t auch die Integration von ftdt ausführbar. 

Beweis. Wenn ft eine reelle Zahlfunktion ist, fo ist 
der Beweis bekannt (vergl. z. B. Hoigno Caicul integral p. 1 ss.). 
Wenn aber ft eine beliebige Grösse ist, und e^, e2,--* ihre 
normalen Einheiten, fit, f2t,**- ihre Ableitzahlen Tind, alfo 

ft = Cifit + eafjt -I ist, fo ist (nach 480) 

d-iftdl = Cjd-^fitdt + Oad-'fjtdt H . 

Da nun (nach 413) fit, f2t,*-* reell find, fo find, wie 
eben gezeigt, die Integrationen d^'^fitdt, d'^fjtdt,*** ausführ- 
bar, alfo auch die Integration d'^ftdt. 

482. Wenn die pofitive Zahlgrösse t = yu Funktion 
einer andern pofitiven Zahlgrösse u ist, und yu mit u zugleich 
null wird, fo ist 

d-m-dtsrrd-^ft-sp'u.du. 
Beweis. Es fei d-*ft.dt = Ft, d. h. dtFt = ftdt und 
F(0) = 0. Da nun dtFt = F'tdt ist, fo folgt aus der erstercn 
Gleichung F't = ft. Nun ist (nach 440) 
d^Ft = F't dut = F't-duyu 

==F't-9'u.du [440]. 

Ferner ist, wie oben gezeigt, F^t = ft, und Ft = F9)(u), 
alfo da jpu mit u zugleich null wird, fo wird Ft nicht bloss 
Vit t, fondern auch mit u null; und wir erhalten alfo 
duF9(u)=:ft*9)'u*du und 
F(|p(0) = 0, 
alfo jst (nach 477) F9)us=d~'^fl*jp'u*du; aber es war auch 
Fspu = Ft = d-*ftdt, alfo 

d-*fldt = d-*fty'u-du. 

483. ErkUrung. Wenn x eine beliebige Grösse ist, 
deren numerischer Werlh t ist, und x : t mit e bezeichnet 
wird (wo alfo der numerische Werth von e gleich 1 und x 
= ei ist), fo fetze ich 

d-*fxdx = d-*rCel)edt, 
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WO e bei der Integration ah konstant gefetzt und vorausgefetzt 

wird, dass f(et) in t stetig ist, i|nd auch bleibt, wenn t bis 

null hin abnimmt. Wenn fich eine mit x verschwindende 

Funktion von x finden lässt, deren nach x genommenes Dif- 

ferenzial fxdx ist, fo fagen wir, das;s in diefem Falle fxdx 

allfeitig integrirbar fei« 

A n m. Wir werden späterhin zeigen , dass jedesmal , wenn es eine 
Funktion Fx von der Art gicbt, dass dzFx = fxdx^ und F0=0 fei, 
.dann auch für jedes x jene Funktion Fx = dr~Hxdx fei, wobei d—^fxdx 
in dem oben gegebenen Sinne aufzufassen ist. Dagegen wird Hch 
zeigen, dass es nicht zu jedem frdx eine Funktion Fx von der ge-. 
nannten Eigenschaft giebt, während auf der andern Seite d^^fxdx 
^= d—ifCet) • edt (nach 481) stets gefunden werden kann. Es ist alfo 
d—fxdx in der Weife, wie wir es oben definirt haben, als das allge- 
meine stets mögliche Integral von fxdx aufzufassen, welehes fieh nur 
in speciellcn Fällen als Funktion von x in der Art darstellen lässt, 
dass das nach x genommene Differenzial diefer Funktion gleich fxdx fei 

4S4. Statt eine Summe zu integriren, kann man die 

Stücke einzeln integriren, d. h. 

d-^(fix + fjx -f . .)dx = d-Vixdx + d-*f,xdx + • • 
oder 

d-^^faX dx = Xd-*faX • dx. 

Beweis. Es fei x = et, wo t eine pofitive Zahlgrösse 

und e numerisch gleich 1 ist, fo^ ist 

d-^Xiöx dx = d-^Z'^oX edt [483] 

= d-*XS3redt [39] 

= ^d-^fax-edt [480], 

weil nfimlich t eine poRtive Zahlgrösse ist, 

= Z^d-^f«x.dx {4831 

48S. Statt ein Produkt zweier Faktoren, von denen der 

eine konstant ist, zu integriren, kann man den andern Faktor 

integriren, und den konstanten Faktor unverändert lassen, d. b. 

d""^afxdx = ad""*fxdx , 
wo fx im Allgemeinen einen Ausdruck mit zwei Lücken dar- 
stellt, von denen die eine durch a, die andere durch ix aus- 
gefüllt werden folL Bezeichnen wir dio erstere Lücke durch 
Vy die letztere durch l^, und schreiben statt a und dx bezieh- 

a dx 

lieh -y und -p, um dadurch fymbolisch auszudrücken, dass a 
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m die Lücke 1 y und dx in die Lücke Ii eintreten Toll , tö 
können wir die obige Formel bezeichnender schreiben 
, , a - dx a ,_-„ dx 
l li i ii 

Beweis. Setzen wir x = et (in dem Sinne von 483), 
fo ist 

4 d-^fx~ = -^d-^f(et).-J-dl [483J 

= d-^dfy d-if(et)j-dtl [4791 

= d-»4dd-*f(et)fdt [433,431c] 

= d-^^f(el)|-dt [478] 

= d-^yfx~ [483], 

Anm. £b versteht fich von felbst, dass, wenn eine der Gr^aen 
a oder x (alfo auch dx) eine Zahlgrösse ist, die zugehörige Lücke 
wegfällt und daher die Unterscheidung der Lücken überflüssig wird; 
ebenfo wenn die beiden Lücken vcrtauschbar find, d. h. wenn stets 
dasfelbe Refultat hervorgeht , fobuld von zwei beliebigen Grössen (hier 
a und dx) die eine in die erste, die andei*e in die zweite Lücke ein- 
tritt, oder umgekehrt jene In die zweite, diefe in die erste. Noch 
bemerke ich nachträglich, dass in, dem ganzen vorhergehenden Ab- 
schnitte überall, wo von einem Lückenausdruckc mit n Lücken die 
Rede ist, ohne dass eine nähere Bestimmung hinzugefügt ist, stets 
die n Lücken als vertauschbar gefetzt find. 

4186. Es ist fxdx dann und nur dann allfeitig integrir- 
bar, wenn die abgeleitete Funktion f'x entweder ein lücken- 
lofer Ausdruck (d. h. x eine reelle Zahlgrösse) oder ein 
Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lücken ist, nämlich fo, 
dass es für das Refultat gleichgültig ist, in welcher Verthei- 
lung zwei Grössen in die beiden Lücken eintreten. Wenn 
diefe Bedingung erfüllt ist und Fx die mit x verschwindende 
Funktion von x ist, deren nach x genommenes DiiTerenzial 
fxdx ist^ fo ist allemal 

Fx = d-^fxdx. 

Beweis 1. Wenn es eine mit x verschwindende Funk- 
tion Fx giebt, fo dass dzFx = fxdx ist, fo ist F'x = fx (nach 
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435), alfo ¥''x = Px (nach 450). Aber ¥''x ist (nach 451) 
ein Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lücken , alfo auch das 
ihm gleiche Px. Wenn die Lücken von nullter Stufe find 
(d. h. X eine Zahlgrösse ist), fo können die Lücken wegge- 
lassen werden, und wird dann Px ein lückenlofer Ausdruck. 
2. Es fei x = yt, wo y numerisch gleich 1 und t eine 
pofitive Zahl ist und fei vorausgefetzt , dass Px ein Ausdruck 
mit zwei vertauschbarea Lücken fei, fo hat man (nach 483) 
d""^fxdx = d'"^l(yt)ydl, wo bei der Integration y als konstant 
betrachtet wird. Es fei dies Integral gleich F(y, 1) gefetzt, 
d. h. es fei dtF(y, t) = f(yt).ydt, und F(y, 0) = 0, fo be- 
weife ich, dass dzF(y, t) = fxdx fei. Da y und t von ein- 
ander unabhängig find, fo ist, wenn dy und dt die auf den 
Verein diefer beiden Yariabeln bezüglichen Differenziale find, 
(nach 437) 

dxF(y, t) = dy F(y, t) + dtF(y, t) = dyF(y, t) + f(yt) • ydl. 
Ferner ist (nach 446) 

dt[dyF(y, t)] = dy [dtF(y, t)] = dy[f(yt).ydt] 

= f'(yO • Idy • y iH + f(yt)dydt [433] 

= dtf(y t) . tdy -f f(y t)dtdy [4401 

= dt[f(yt).tdy] [433]. 

Da nun, wie oben gezeigt, F(y,.0) = ist für jedes y, 

fo ist auch dyF(y, 0) gleich null, ebenfo wird f(yt)*tdy mit t 

null, alfo ist (nach 479) 

dyF(y,i) = f(yt)tdy. 
Indem wir nun diefen Werth in den oben für dxF(y, t) 
gefundenen Ausdruck einführen, erhalten wir 
d,F(y, t) = f(yt).tdy + f(yt).ydt 
= f(yt)d(yt) = fx-dx. 
Hier find y und t Funktionen von x (nämlich t = P^ 
y = x : Fx^), alfo ist F(y, t) auch als Funktion von x zu fassen 
und fei als folche mit Fx bezeichnet; fo haben wir alfo in 
jedem Falle, wo Px ein Ausdruck mit zwei vertauschbaren 
Lücken ist (wohin auch der Fall gerechnet werden kann, wo 
Px ein lückenlofer Ausdruck ist), eine mit x = yt verschwin- 
dende Funktion Fx gefunden, deren nach x genommenes 
Differenzial gleich fx*dx ist; und zwar war diefe Funktion 
gleich d^^fx-dx. 
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3. Ausser der Funktion Fx = d^^fxdx kann es keine 
andere Funktion g>x geben, deren nach x genommenes Dif^ 
ferenzial in demrelben Umrange, wie das von Fx, gleich fxdit 
ist, und welche mit x verschwindet; denn wenn dzFx = dxjpx 
und für irgend einen Werth (hier für x = 0) Fx === jpx ist, 
(o findet (nach 476) diere Gleichheit allgemein statt. Folglich, 
fo bald dxFx = fxdx und F(0) = ist, muss auch Fx = 
d""^fxdx fein. 

487. Wenn x aus feinen normalen Einheiten e^, Oj,**- 
durch die Zahlen Xi, X2,' • • ableitbar, alfo x=Xiei -j- X2e2 + • • • 
ist, und wenn zugleich fxdx = Aidxj + Ajdxa + • • • ist, wo 
Aj, A2,-' Funktionen von x^, Xa,^" find: fo ist die Bedin- 
gung (allfeitiger Integrirbarkeit), dass fx ein Ausdruck mit 
zwei vertauscbbaren Lücken fei, identisch der Bedingung, dass 
für je zwei Indiccs r und s 

S^\^ = <J.A, 
fei, wo Ji, Ja»'*' die zu dem Vereine der Veränderlichen 
^19 ^2)* " gehörigen partiellen DiiTerenzialquotienteri nach dx^, 
dx2r • • bezeichnen. 

Beweis. Statt Aidxj + Adxj -f . • • können wir, da 
(nach 142) [e,le,] = i, und [e,|ej = ist, wenn r ^ s ist, 
schreiben (Ai[l|ei] + A2[l|e2] +• jdx. Alfo da, für jedes dx, 
fxdx = (Ai[l|ei] 4- AjHlea] H )dx ist, fo ist (nach 357) 

fx = A, [l|e,] + AjLlle,] + • • • = ZAa[l|eJ. 
Nun ist (nach 437) 

dx fx =;= J^c^^fx • dx0 = ^^Ajiföjdxi 

Pxdx =-. ZMÄJTMr ^ 

wo li eine Lücke ist, in welche dx eintreten foll. Somit wird 
(nach 357) 

Px = Z<yA[l.ea][ii!e,I 
Sind nun 1 und l^ vertauschbare Lücken, fo hat man für je 
zwei Zeiger r und s 

Z*A[ös|eal[er|e&] = ZrfiAa[o,|Cal[eJej]. 
Da aber [e^jeg] null ist für je zwei verschiedene Zeiger r und 

s, und gleich 1 ist, für je zwei gleiche, fo erhält man 

22 



336 <4di 

4iDd ebenfo geht umgekehrt aus diefen letzteren Gleichungea 
flio vorletzte» welche die Vertauschbarkeit der Lücken aus- 
fagt, hervor. 

48S. Wenn fx innerhalb gewisser Gränzen, in denen 
auch xc=0 und x = a liegt, stetig ist, und 

F(x) = d-*fxdx 
ist, To ist auch, wenn x = a + y ist, 

F(a + y) - Fa = d-M(a + y)(ly. 

Beweis. Wenn F(x) = d-^f(x)dx ist, fo ist d^Fx = 
fx • dx , d. h. F'x = fx ; alfo dy [F(a + y) — Fa] = F'(a + y)dy 
[nach 440] = f(a + y)dy. Ferner ist F(a + y) — Fa für y=0 
gleichfalls null, alfo (nach 487) F(a -f y) — Fa = d-^f(a + y)dy. 

489. Es ist, weon a einen Ausdruck mit n Lücken I 
und einer Lücke li bezeichnet, 

Beweis. £s fei x = et, wo t der numerische Werth 
von X, und e numerisch gleich 1 ist, fo ist 

Es fei ae'^^S was wir, da in die Lücken 1 und I| in dem 

•V. 

Ausdrucke ^f^ jr^ dicfelbe Grösse e eintritt, slatt diefes 
Ausdruckes feteen können, mit b bezeichnet, fo erhalten wir 

d'^af-T-Tr^ — d-'bl-dt = — *-,bl«+S 
V l y li n -f 1 

da der letzte Ausdruck mit t verschwindet und nach t differen- 
ziirt bt'^dt liefert, alfo 

* ae'»J-n'»^* = -4~.ax»+*. 



n + 1 n + 1 



490. Wenn die Reihe ^ ^äCt)!"' '" welcher »^ 

einen Ausdruck mit a Lücken 1 und einer Lücke I| liarstelit, 
eine ächte ist, fo ist 



'-i<Wi=l^-i 



•0+1 
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Beweis. Man hat (nach 484) 



=1 



??-iX«^i (nach 489). 

Anm. Durch diefe Formel, welche nar dann das allfeitigc In- 
tegral darstellt, wenn die Bedingung allfeitiger Integrirbarkeit (486) 
erfüllt wird, ist die Aafgabe der Integration von Differenzialaasdrücken 
allgemein gelöst. Da es ans hier nur auf die Darstellung der In- 
tegralrechnung in ihren wefentlichsten ZQgen ankommt, fo können 
wir mit diefer Löfung der Aufgabe uns hier begütigen. 

§. 2. Integration ron Differenmlgleichnngen, wenn die 
nnabhängige Variable eine Zahlgrösse ist. 

491. Krklärung. Einen gegebenen Verein von Diffe- 
renzialgleiciittngen (der aber auch aus einer einzigen Gleichong 
bestehen kann) vollständig integriren, heisst die filDiintUcheii 
Vereine von Gieichvngen finden, welche keine Di&erenziale 
mehr enthalien, und von denen jeder Verein die Eigenschaft 
hat, dass, wenn er erfüllt ist, auch der gegebene Verein er^ 
fQlU fei; jeder folche Verein heissl ein (den gegebenen Verein) 
iolegrirender Verein. Wenn alfo A ein Verein von Differenzial« 
gleicliungen und B ein ihn integrirender Verein ist, fo heiasi 
das 1) B enthält keine Differenzlale mehr und 2) fobald dia 
GJeiohungen des Vereins B als richtig vorausgefetzt find, fo 
lassen fioh daraus die Gleichungen des Vereines A als ricfalig 
nach weifen. 

Anm. Es foll in diefem §. Torausgefetit werden, dass, wenn 
alle Variabein als veränderliche Zahlgrössen aufgefasst werden, von 
einer derfelbcn (t) alle übrigen (X|,**-*Zn) abhängen. Soll diefe 
Abhängigkeit durch die gegebeneh Differenzialgleichungeii fo genau 
bestimmt werden, als dies überhaupt durch Differenzialgleichungen 
möglich ist, fo müssen fo viel (n) Ton einander unabhängige Diffe« 
rcnzialgleichungen gegeben fein , als es abhängige Variabcln giebt. Ist 
t die unabhängige (variable) Zahlgiösse und find x^,-*- z« die ab- 
hängigen Zahlgrössen, fo können wir ein System von n Einheiten ei, 
62,* • • e^ annehmen uhd xie^ -|-* * * * 4* ^n^n =^ x fetzen. Da t als did 
nnabbättglge Variable angenommeh ist, fo werden alle in d^n gege- 
banen Diffeieaaialgleiehangon voikommeaden Differenzialquotieflidn 
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nach t genommen fein müssen. Wenn diefe Differenzialqnotienten 
bis zur m-ten Ordnung aufsteigen, fo wird jede der n Gleichungen 
die Form haben , dass eine Zahlfunktion von t, x und den Differenzial- 
qnotienten von X bis zur m-ten Ordnung hin gleich gefetzt ist. Sind 
nun fj = 0, fa = 0,* • • • fn = diefe n Gleichungen, fo fetze man 
öifi +• • • enfn = f, fo liaben wir eine Gleichung 

aufzulöfen, in welcher t eine Zahlgrösse ist, hingegen x und die Funk- 
tion f aus n Einheiten numerisch ableitbar find.. Die Löfung diefer 
Gleichung bildet alfo den Gegenstand diefes §. Zunächst behandeln 
wir die Differenzialgleichungen erster Ordnung, d. h. den Fall, wo 
m = 1 ist. 

492. Aufgabe. Die Gleichung r(t, x, dx) = 0, in 
welcher t eine Zahlgrösse, x und fO, x, dx) Grössen find, die 
aus n Einheiten ableitbar flnd, und Sx das DilTerenzial von x 
nach t bezeichnet, zu integriren; wobei vorausgefcizt wird, 
dass (ich f(t, X, ^x) nicht aus weniger als n Einheiten ab- 
leiten lasse. 

Auflöfung. Es feien Oi,- • • e^ die Einheiten, aus denen 
X = x^ei + • • • x^ea und f = eifi + . - • e^fn numerisch abge- 
leitet Tind. Es wird vorausgefetzt, dass die Gleichungen 
fi=sO,*-** fg3=0, welche in f=s:0 enthalten find, nicht 
von einander abhängig find, d. h. dass keine derfelben aus 
den übrigen Tich mit Nothwendigkeit ergebe. Denn dann 
würde fich in der Gleichung f =«0, f aus weniger als n Ein- 
heiten numerisch ableiten lassen, was oben ausgeschlossen 
wurde. Es find hier fi , • * • fa Funktionen der Zahlgrössen, 
t, X|,* • • x,^, Jx|,* • • Sxj^, Man bestimme aus einer der Glei- 
chungen fi,* - • fn eine der Unbekannten ^Xi,* •'* Sx^^ und fetze 
den gefundenen Werth in die übrigen Gleichungen ein, mit 
den fo erhaltenen, und überhaupt mit den jedesmal noch übrig 
bleibenden Gleichungen, fö fern fie noch eine der Variabein 
dxij' " 6xJ^ enthalten, verfahre man ebenfo, fo erhält man 
zuletzt entweder aus der zuletzt übrig bleibenden Gleichung 
den Werth der letzten jener Unbekannten, und dadurch dann 
nach und nach alle jene Unbekannten <^Xi,--* dx^ als Funk- 
tionen von t, Xi,- • • Xq, d. h. (^x als Funktion von t und x, 
oder es Find aus der letzten oder auch schon aus den letzten 
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m Gleichungen die flimmüicheh Grössen 'Xf,- • • ix^ verschwun- 
den. In diefem Falle bleiben m Gleichungen übrig, welche 
nur Beziehungen zwischen t, X|,* • • x^ ausdrücken , und zwar 
müssen diefe Gleichungen alle von einander unabhängig Fein, 
weil im entgegengefetzten Falle auch die n ursprünglichen 
Gleichungen von einander abhängig wären. Diefe m Glei- 
chungen bilden dann einen Theil der gefuchten Integralglei- 
chungen. Durch rie kann man m der Werthe t, Xi^'^-x^ 
durch die übrigen n — m -f 1 ausdrücken, und dadurch redu- 
ciren fich die n — m ersten Differenzialgleichungen (vermittelst 
welcher man n — m der Unbekannten <^X|,* • • jx^ ausdrückte) 
auf n — m Gleichungen , in welchen ausser t nur n — m der 
Grössen X|,* • • x^ und die entsprechenden n — m der Grössen 
dx^y» • • dXj^ vorkommen; und durch welche fich diefe letzteren 
als Funktionen der ersteren darstellen lassen. Somit kommt 
es nur auf die Integration der Gleichungen von der Form 
dx = f(t, x), d.h. dx = f(t, x)dt an. Diefe Integration foll in 
den nächstfolgenden Nummern behandelt werden. 

493. Wenn 

dx = f(t)dt 
ist, wo t eine Zahlgrösse und x eine aus einem «Systeme von 
n Einheiten ableitbare Grösse ist, fo ist 

x = d-«f(l)dt 4-c, 
wo c eine (aus n Einheiten ableitbare) willkürliche Konstante ist. 
Beweis. Es fei d'^^f|[l)dt gleich y gefetzt, Fo ist (nach 
478) dy=ftt)dt, alfo dx — dy=0, d. h. (nach 484) d(x — y) 
= 0, alfo (nach 475) x — y konstant. Diefe Konstante, welche 
mit X von gleicher Gattung, alfo aus n Einheiten ableitbar ist, 
fei c, fo hat man x = y + c = d"*f(t)dt -f- c. 

494. Wenn 

(a) Sx = f(y, t) 
ist, und man überall mit S den allgemeinen Differenzialquo- 
tienten nach t (auch x als von t abhängig gedacht), hingegen 

unter -p, -rr die partiellen DiiTerenzialquotienten in Bezug Ml 

den Verein der Variabeln x, t, von denen die erste eine 
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exlenßve Grösfe> dio letstere eine Zuhlgrösso darstellt, be» 
zeichnet: fo ist 

0) { i'x = ^(«J»x) + fA(rf«x) u. r. w. 

und wenn man 

S'^^x = «x, t) 
fetzt, Tu ist 

(c) x = c + f(c,0).t + fi(c,0)-^ + f,(c,0)|J+..., 

wo c eine willkürliche Konstante ist, nämlich der Werth, den 
^ annimmt, wenn t null wird, und wo vorausgefetzt wird, 
dass die Reihe auf der rechten Seite eine ächte fei. Aus der 
Gleichung (d) findet man auch c als Funktion von x, und t^ 
nämlich : 

(d) C = X - f(x, t)t + fi(X, t)y- f,(x, t)^ + . - .. 

Beweis. Die Formeln (b) ergeben fich unmittelbar aus 

(a), indem, wenn g> eine beliebige Funktion von x und t tst, 

d d 

und X als von t abhängig gedacht wird, d9>=-p9*dx '4-';T79'*dt, 

alfo -^, d, h. <y9=:-T-9-fc + -jtSP ^^^l os »s* aber nach (a) 

dx =s= f, alfo erhält man Sg> = fj-y + -^rg), woraus die For- 
meln (b) hervorgehen , indem man statt g) nach und nach Jx, 

<J^x, d'x fetzt. Dann aber ergiebt fleh die Formel (c) 

unmittelbar aus dem Taylor'schen (Maclaurin'schen) Satze (470). 
Setzen wir x = F(t), fo können wir den Taylor^sohen Satz 
auch in der Form darstellen 

P(t + r) = x + f(x, t)T + fi(x, t)~+- s 
öder, wenn wir r=Ä — t fetzen, 

F(0) ^ X ^ f(x, t)t + fi(x, t)^ ^ f,(x, t)^+ . • ., 



F(0) ist aber der Werlh von x = F(l) für t =i 0, d. Ii. F(0) 
ist gleich c, fomit auch Gleichung (d) bewiefen. 

Anm. Es versteht ficlx von felbst, dass die willkürliehe Konstante 
c mit X von gleicher Gattung ist, und alfo n numerische Konstanten 
einscWiesst , wenn x aus einem Systeme von n Einheiten ableitbar ist. 
Die IntegrationsgleichüBg in der Form (d) ist von befouderem Ift- 
tcresse, in fo fem in ihr eine Funktion von x und t einer Sjonstanten 
gleich gefetzt ist, und zwar derjenigen Konstauten, welcher x gleich 
wird, wenn t = wird, worauf wir im folgenden §. zurückkommen 
werden. Wir haben oben die Differenzialquotienten u^x, </'x,««- fort- 
schreitend jeden aus dem nächstvorhergehenden abgeleitet. Es ist von 
Interesse, auch eine unmittelbare Darstellung diefer Diiferenzialqaxx- 
ticntcn als Funktionen von x und t zu verfuchen ; was in dem foljgen- 
den Satze gesphehen ist, dessen Hch leicht ergebenden aber etwas 
umständlichen Beweis ich dem Lefcr überlasse. 

489. Wenn in dem Sinne von 494 
3x = f(x, t) 
ist. So isit 
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WO Heb die Summe auf alle möglichen ganzen , ab^r nicht nega- 
tiven Wcrthe a, a, b, b,* * • f bezieht, welche den Bedingungen 
unt^worfen find , dass f = 1 + (a — 1) + (b — 1) + " • > d«*J 

ferner a + Ä + b + bH =r, und die Summen a + n, 

b >f b,- • • alle grösser abs null feien, und wo 

tt(a + b-lXa + b + c— 2)«>> 

"•'•'^^'^'^Cr—aXr — a-b — IXr — a — b- c — 2)-- 

n! 
ala!b!bl • • • 
ist. 

496. Aufgabe. Die Gleichung 

f(^x, ä^-% d% t) = 0, 

wo X fowohl als f aus einem Systeme von n Einheiten ableitr 
bar find, t eine Zahlgrösse darstellt, 3 der allgemeine DifTe- 
renzialquotient nach t (x als von t abhängig gedacht) bezeichnet, ^ 
und d^x statt X geschrieben ist, zu integriren. 

Aufjöfung. Man felze <J^x = Po, Jx=:p4,--- ^~^j^ 
= Pm~i^ fo wird <J"*Jc == cJp^_i und man hat die m Gleichungjen: 
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*Po = Pl 

6pi = pa 



^Pm— 2 = Pm-1 ^ 

tmd die Gleichung fC<Jpni-i , Pm-i >' • ' Pi > Poj = 0. Aus der 
letzten Gleichung bestimme man t^Pm-i; es fei 

Nun nehme man ausser den n Einheiten ei,-** e^, aus 
denen x abgeleitet ist, noch m neue Einheiten e^% e^^^,- • e^"*"^^ 
an und multiplicire die obigen m Gleichungen beziehlich mit 
e(o)j e^^V ' • <^^°*"'^^ ""^ addire. Man fetze ferner 
Poe(<» + Pie(*> + • • • + Pin-ie^""""^^ = P 
und 
PicW + p^eC^) + • • • + Pm-ief«-*> + eC«»-i)5P(Po,p„ • • • p«-i,l) 

= FCp,t), 
fo fmd p und F aus den nm Einheiten e^'^e^ (wo r jeden der 
m Werthe bis m — 1 , und s jeden- der n Werthe 1 bis n 
annehmen kann) ableitbar, und man erhält die Gleichung 
<Jp = F(p, t). 
Diefc Gleichung ist nach der Methode von 496 zu inie- 
griren und liefert eine aus nm Einheiten (e^^^ej ableitbare 
willkürliche Konstante. 

A n m. Hierdurch ist die für diefen §. vorgesteckte Aufgabe darch 
Anwendung unendlicher Reihen gan& allgemein gelöst, denn auch die 
fogenannten befonderen Auflöfungen find, wie dies schon die Allge- 
meinheit der angewandten Beweismethode zu erkennen giebt, in der 
oben mitgetheilten allgemeinen Auflöfungsmethode vollständig mit 
eingeschlossen. Da jedoch diejenigen Differenzialgleichungen , welche 
in Bezug auf die abhängige Variable (x) und deren Differenziale von 
erstem Grade find, und welche die unabhängige numerische Variable 
(t) nur in Gliedern enthalten , in denen jene Variable und deren Dif- 
ferenziale nicht vorkommen, durch Gleichungen von endlicher Form 
integrirbar find, fo will ich diefon Fall hier noch behandeln. 

498. Die Gleichung 

(a) *x + Ax = 0, 
in welcher d und x die Bedeutung der vorigen Nummern 
haben, A aber einen Bruch mit n Nennern (377 if.) darslellt, 
wird, wenn m^,* • • m,^, die wir alle von einander verschiedeq 
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yorausfeizeii, die n Hauptzahlen des Brucbes A, und a|,*-*a^ 
die zugehörigen Hauptgebiete erster Stufe (388, 389) find, 
iute^rirt durch die Gleichung 

(b) x = 27<^aae-in,t, 

wo e die Batis des natürlichen Logarithmenrystems ist, und 
€(],-•• On willkürliche konstante Zahlen bezeichnen, und die 
Summe üch auf a = 1 bis n bezieht. Die n Werthe m = 
nii, • • • mii find durch die Gleichung n-ten Grades 

(c) [(A — m)'^] = 

bestimmt und die n Grössen ai,*** a. durch die Gleichung 

(d) a,s[(A-m,)-^. 

Beweis. Dass die n Hauptzahlen m = mi, ma,**-mB 
die n Wurzeln der Gleichung (c) und die n zugehörigen Haupt- 
gebiete ai,--- a^ durch die Gleichung (d) bestimmt find, folgt 
fogleich aus. 38S und 389, womit noch die Anmerkung zu 383 
zu vergleichen ist. Die Hauptgebiete a|,*-* a^ haben (nach 
389) die Eigenschaft, dass fie in keiner Zahlbeziehung zu 
einander stehen und Aa, = m,ar ist. Es muss fich allb x aus 
ai, • - • an numerisch ableiten lassen. Es fei 

(*) x = Xx^ 
der Ausdruck dierer Ableitung, fo verwandelt fich die Glei- 
chung (a) in 

= ^aa<Jxa + -Z^Aa« • x«, 
alfo da Aa^smra, ist, fo erhalten wir 

= ^aa( Jx« + m«Xa). 
Da hier ^x^ + ma^a eine Zahigrösse ist, und ai,- • • a^ in 
keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, fo hat man (nach 
28) iXf^ -f- »aX^sssO, d. h. dx,=s — maX^dt, alfo 

Xft = (^je-m«t , 

wo a^ eine willkürliche konstante Zahl ist. Setzen wir diefen 
Werth in die obige Gleichung (*) ein, lo erhalten wir 

Anm. Es find hier die Hauptzahlen des Braohes A als verschie- 
den von einander vorausgcfctzt. Sind einige derfelben gleich, fo ge- 
langt man leicht za dem Refultate, wenn man in bekannter Weife 
diejenigen unter ihnen, welche gleich werden feilen, zunächst als 
unendlich wenig von einander verschieden fetzt, dann z nach dem. 



94» f« 

obigen Satae entwickelt , und endlich, niichdem man die unendlich 
kleinen Differenzen aus den Nennern weggeschafft hat , diefe Differenzen 
ganz verschwinden lässt. Ob "Wurzeln imaginär werden oder nicht, ist 
für die ganze Behandlung gleichgültig', anch kann man die imaginären 
Formen der Endrefultate leicht in reell6 Formen umfetzen. 

499. Wenn 

(a) Äx+Ax = ftl) 

ist, wo 3, X, A, t die Bedeutung wie in 498 haben, fo wird 
die obige Gleichung, wenn man auch den Grössen m|,« • • nin, 
siir " ^u diefelbe Bedeutung giebt, wie dort, und 

(b) f(t) = äifi+a2f2+--aA 

ist, und d~^fren"r*dt = Yr gereizt wird, integrirt durch die 
Gleichung 

(c) X = ^(y« + aa)e-m^t^, 

in welcher (Zi,-*« a^ willkürliche Konstanten find. 

Beweis. Da t^i,"- b^ (nach 389) in keiner Zahlbezie- 
bung zu einander stehen, fo lassen fich fowohl f (wie oben 
geschehen), als auch x aus ihnen numerisch ableiten. Es Tei 

X = ^ a^x^ , 
To hat man, da (nach 389) Ada = m^a^ ist, aus der Glei- 
chung (a) 

= ^aa(JXa + m^Xa - f«), 

alfo (nach 28) dx^ + ni^Xa — la = 0, wo alle Grössen Zahl- 
grössen find, d. h. dx^ + m^jX^dt = fftdt. Setzt man hier x^ 
= (ya + ^aD^^^^tt*» wo Ya eine Funktion von t ist, die mit t 
, verschwindet, und a^ konstant ist, fo erhält man, indem man 
4ies in die vorige Gleichung einfetzt, dY^s=,f^e'^Bx^%dly alfo 
(nach 477) y<j = d~*fae"Tna*dt, wie oben. Setzt man dann 
statt Xa den gefundenen Wertb in die Gleichung * ein, To 

erhält man die zu erweifende Gleichung. 

Anm. Die Integration einer Gleichung > welche Differenzialquo- 
tienten höherer Ordnung nach t enthält, im Uebrigen aber die Form 
der Gleichungen 498 und 499 bat, rcducirt fleh nach der Methode in 
497 auf Gleichungen, welche ganz diefe Fe«n der Gleichungen 498 
und 499 haben, nur dase statt der n Einheiten ei,**- ea hier, wenn 
die Dilfcrcnzialgleichung von m-ter Ordnung ist, mn Einheiten hervor- 
treten. 
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§. 3. Integration von Differenzialgleichnngen, 
wenn die unabhängige Variable eine extensive Grösse ist. 

500. Die Integration jeder beliebigen partiellen DifTeren- 
zialgleichung erster Ordnung lässt fich zurückführen auf die 
Integration einer Differenzialgleichung der Form Xdx==0, in 
walofaer x eine extenfive Grösse, Xdx eine Zahlgrösse dar- 
stellt. 

Beweis. Wenn Xf,** x,^ die unabhängigen Yariabeln 
und Xo die von ihnen abhängige Variable ist, und Xq, x^,- • • x^ 
Zahlgrössen find, fo wird jede partielle Differenzialgleichung 
«rster Orckiuag zwischen diefen Grössen fich In Form einer 
Gleichung darstellen lassen^ welche zwischen den Grössen 

Xo, Xi,- • • Xa, ;j — Xo, j- Xo,' ' • v~Xo Stattfindet, . Bezeiphnen 

uXi ClX^ ClXn 

wir die Grössen , Xor • 'i— x© mit pj,« • • • Pn, fo können wir 

uX| llXji 

vernittelst jener Gleichung eine der Grössen Pi9*'"*Pttr2« B. 
Pn, als Funktion der ßUnmtlichen Grössen Xo,* • • x„, pt^* * « p^-i 
darstellen, und alfo der zu iategrirenden partiellen Differensial- 
gleichung die Form geben 

(*) Pn = f(x«, Xi, • • • Xi« Pi, P2, • • • Vn-t) = f- 
Nun ist dXo :=:pidxi -f p^dx^ -{»•.< Pö^Xn. Und umgekehrt, 

wenn diefe Gleichung erfüllt ist, fo riud p^,- • -po die partiellen 
Differonzialquotienten von Xq nach Xj , X2,**Xq. Setzt man 
daher in diefer Gleichung atatt p^ fejnen Werth aus der vorigen, 
fo ist, wenn die Gleichung 

(**) dxo =s pidx, +• • • Pn-ldXa^i + fdXa 
erfüllt ist, auch die gegebene erfüUtv Jeder Verein von Glei- 
chungen alfo, welcher die letztere integrirt, erfftUt auch die 
erstere und es kommt alfo nur auf die Integration diefer letzte- 
ren an. Setzen wir nun Oq, Oi9'''6ii ^^^ ®in System von 

Einheiten und x == XqOo + XiCi -j ^tfiniy a'fo dx s= äodxo 

-j- eidX| -}-••• e^dx^, und fetzen ferner, wenn 1 eine Lücke 
(iarställt, 
X = [l|eo]-pi[l|e,]-p,[l|e,] P«-i[i;e„-il--f[ljeJ, 
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To verwandelt Tioh die Gleichung {**) in 

Xdx = 0, 
auf deren Integration es alfo nur ankommt. 

Anm. Die Integration der Gleichung Xdx = 0, auf welche es 
hier ankommt, ist nach der berühmten Pfaffschen Methode, wie fie 
namentlich durch Jacobi (Grelle Journal B. 2, p. 347 und B. 17, p* 
138) Tcreinfacht ist, vollständig zu löfen, oder genauer, auf die im 
vorigen §. behandelten Integrationen zurückzufahren. Die Darstellnng 
und Ergänzung diefer Methode durch Anwendung extenfiver Grössen, 
durch welche fich die löfenden Formeln grösstentheils in einer er- 
staunenswerthen Einfachheit darstellen, follen den Hauptgegenstand 
der folgenden Entwickelung bilden. Doch wollen wir zuvor den auf- 
gestellten Satz auch auf partielle Differenzialglcichungen höherer Ord- 
nungen ausdehnen. 

901. Die Integration jeder beliebigen partiellen Diffe- 
renzialgleichung von hohler als erster Ordnung Iftsst fich 
zurückführen auf die Integration einer DiOPerenzialgieichnng 
der Form Xdx = 0, in welcher Towohl x als Xdx extenflve 
Grössen darstellen. 

Beweis. Es fei z die abhängige Variable und Yi,**- Ya 

f^ien 4ie unabhängigen Variabein, wo Z) 7i,* • * Yn Zahlgrössen 

darstellen; Um die partteUen DifPeren^ialquotienten höherer 

Ordnung bequem bezeichnen zu können , nehmen wir zunächst 

ein SY^tem von n Einheiten e|,**« e^ an und fetzen Yi^i + 

y2Ö2 H + Ya^n = y> ^<> werden die verschiedenen Differen- 

zialquotienten bis zur m-ten Ordnung hin Troh darstellen lassen 

d d' d™ 

in der Form -pZ, -.— jZ,«- j-^^« H^'^r stellt jeder diefer 

Diffeirenzialquotienten einen Ausdruck mit fo viel (unter ein- 
ander vertauschbaren) Lücken dar, als die Ordnung des Dif- 
ferenzialquotienten belrägt, und zwar in der Art, dass der 
Ausdruck nach Ausfüllung diefer Lücken durch die Einheiten 
von Y) einen Zahlausdruck liefert und zwar jedesmal einen 
der gewöhnlichen (numerischen) Differenziaiquotjenten; z. B. 

d^ 
stellt T-'tZ einen Ausdruck mit zwei vertauschbaren Lücken 
dY 

d^ d^ 

dar und zwar fo, dass T-öZ^eiOo = . — j— z ist u. T. w. Es 

dY^ dYidY2 

(üen nun 
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gefetzly fo wird die partielle Differenzialgleichung in ihrer 
volkiftndigsten Allgemeinheit die Form annehmen 

(*) f(y, 2, Pi, Pa,-- Pm) = 0. 
' Von den hierin vorkommenden Variabein ist nur z eine 
Zahlgrösse, alle übrigen find extennve Grössen, und zwar 
enlhftlt y, vermöge der ihm beigelegten Bedeutung, n ver- 
änderliche Zahlgrössen, und jede der Grössen Pi,* • • p^ fo viel 
verinderliche Zahlgrössen, als es Kombinationen mit Vk^ieder- 
holung aus n Elementen zur fo vielten Klasse giebt, als der 
Index jener Grösse betrftgt. Die Anzahl der veränderlichen 
Zahlgrössen, welche in den rftmmtlichen in der obigen Glei- 
chung (*) vorkommenden Variabein enthalten Tind, fei r, fo 
kann man vermöge der Gleichung (^) eine diefer Variabejn 
durch die übrigen r — 1 ausdrücken. Es bleiben alfo noch 
r — 1 Variabein übrig. Jetzt erweitere man das System d^ 
n Einheiten ei,**- e,^ fo, dass es nun r — 1 Einheiten ent* 
hillt und multiplicire mit jeder derfelben eine der r — 1 ver- 
änderlichen Zahlgrössen, und fetze die Summe diefer Produkte 
= x, fo enthält X die fämmtlichen r— i veränderlichen Zahl- 
grössen. Nun hat man ferner vermöge der oben angegebenen 
Bedeutung der Grössen Pi,- • • Pn 

(**) <*z = pidy, dpi =Pady,- • • ^IPm-i = Pm^^Y, 
und wenn diefe Gleichungen erfüllt find, und zugleich ver- 
mittelst der Gleichung {*) eine der r veränderlichen Zahl- 
grössen, welche in jenen Gleichungen (^) enthalten find, 
durch die (r — 1) übrigen ausgedrückt Tind, fo ist damit die 
gegebene partielle DifTerenziaigleichung (^) erfüllt. Folglieh 
kommt es nur darauf an, die Gleichungen (**) zu integriren. 
Von diüfen ist nur die erste eine Zahlgleichung, die folgenden 
enthalten, da dpi mit pi von gleicher Grössengattung ist, u. f. w. 
jedesmal fo viel Zahlgleichungen als in den Grössen Pi, - • • Pm^i 
veränderliche Zahlgrössen enthalten flnd. Die Anzahl der 
nmmtlichen Zahlgleichungen, welche in den obigen Glei- 
chungen (**) enthalten find, fei s, fo ist s kleiner als r (näm- 
lich um (o viel als die Anzahl der veränderlichen Zahlgrössen 
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beträgt, welche in y und pi^ zufammen enthalten find). Man 
bringe diefe Zahlgleichnngen auf die Form, dass die rechte 
Seite null ist, und multiplicire Tie nach der Reihe mit den 
Einheiten e^,* • • e^^ To werden fie die Form haben eiXidx = 0, 
eiX2dx = 0, • • •, e^Xgdx = 0. Dann find diefe Gleichungen 
gleichbedeutend der einen Gleichung e^X^dx -f- e2X2dx -J — • 
4- eaXadx = 0, d. h. (CiXi + CaXj +• • • egXg)dx = 0; fetzt 
man alfo e^Xi +i ejXj H — • e^X^ = X, fo werden jene Glei- 
chungen (^^) gleichbedeutend der Gleichung 

Xdx = 0, 
auf deren Integration es alfo allein ankommt. 

Anm. 1. Es ergiebt üch leicht, dass die Zahlen r and s Ton n 
und m auf die Weife abhängen, dass 

, (n + lKn+2)..»(n + m) (a+lXn+^J-Cn + m— 1 ) 

'-"•t- 1 . 2 m '®"" 1 . 2 m-1 

ist, ferner dass in dx, wie es in der Gleichung Xdx hervortritt , nicht 
die Differenziale aller r Unbekannten enthalten ßnd, fondem die 
DifferenziaJe der zu pm gehörigen Terftnderlicben ZahlgrOsaen in dx 
nicht erscheinen, die Zahl der nomerischeai Differenziale, die in dx 
hervortreten, ist s-f-i^* Als Beispiel fei die partielle Differenzialglei- 
chung 2-ter Ordnung nxit zwei unabhängigen Yariabeln gewählt. Man 
erhält damit, indem wir die Bezeichnung der Unbekannten ändern, 
drei Gleichungen der Form 

dz = pdx + qdy 

dp = rdx + sdy 

dq = 8dx + tdy, 
welche die acht Variabein z, x, y, p, q, r, s, t enthalten, von denen 
eine vermittelst der gegebenen partiellen Differenzialgleichung durch 
die übrigen ausgedrückt werden kann*, femer kommen in ihr fünf 
Differenziale vor (dx, dy, dz, dp, dq). 

Anm. 2. Man fleht, dass die Integration der Gleichung Xdx, 
wenn dx und Xdx extenfive Grössen darstellen , die allgemeinste , ja 
.man kann fagen, die einzige Au%abe der Integralrechnung ist, indem 
auch die in den früheren Abschnitten behandelten Aufgaben der In- 
tegralrechnung fich hierauf zurückführen lassen, und auch, da jede 
ZahlgrÖsse zugleich als specielle Gattung der extenfiven Grössen er- 
scheint, die vorher (in 500) behandelte Aufgabe in ihr enthalten ist. 
Hit der Löfung diefer Aufgabe wäre man alfo am Ziele der Integral- 
jrechnung angelangt. Allein die Pf äff 'sehe Methode ist für den Fall, 
wo auch Xdx eine extenfive Grösse ist, d. h. wo mehrere numerische 
Differenzialgleichungen hervortreten, nicht mehr anwendbar, und die 
Methoden, welche man für die Auflöfung der partiellen Differenzial- 



gleichungen höherer Ordnungen anwendet, und welche auch fär die 
Löfang diefer allgemeineren Aufgabe förderlich fein würden, haben 
nur eine äusserst beschränkte Sphäre. Daher werde ich nur den Fall 
ins Auge fassen, wo Xdx eine Zahlgrösse ist, und werde auf den 
allgemeineron Fall nur gelegentlich hindeuten. 

502. Wenn die Gleichung 

Xdx = 0, 
(in welcher, wie im Folgenden überall , Xdx eine Zahlgrdsse, 
X eine Funktion von x, und x aus einem Systeme von ni 
Einheiten ei,*«* e^^ numerisch ableitbar ist) durch einen Ver- 
ein von n Zahlgleichungcn Uj = Ci,« • • Ua = Cn, wo Cj,- • • c^ 
konstant lind, integrirt wird, fo lässt Tich Xdx auf dfe Form 

Xdx = üidui + • • • + U^dUn 
bringen. 

Beweis 1. Es fei x == XiOj H Xn^e^, fo find u^,- • • u^ 

als Funktionen von Xi,-** x^ aufzufassen. Da nun die Glei- 
chungen Ui = Ct,- • • n^ = Cq einen die Gleichung Xdx = 
integrirenden Verein bilden, fo hcisst das (nach 491), es muss 
fich aus jenen Gleichungen die letztere ableiten lassen, d. h. 
wenn man ans den Gleichungen dui=0,**- duQ = 0, welche 
in Bezug auf die m Difibrenziale dxi,*-* dXn^ h^^mogen vom 
ersten Grade find, n diefer letzteren Grössen durch die übrigen 
ausdrückt, und dicfe Ausdrücke in Xdx einführt, fo muss da- 
durch Xdx identisch gleich null werden, oder, was nach einem 
bekannten Satze aus der Theorie der Gleichungen dasfelbe ist, 
es müssen fich Grössen Uj, ^29***^0 finden lassen, welche 
die Gleichung 

Xdx = Uidui -| -f- UadUn 

crrüllen. 

2. (Ich füge einen zweiten Beweis hinzu, um zugleich 
die Grössen U^ , • • • 11^ finden zu lehren.) Die Funktionen 
Ui,- • • u,^ könnön als von einander unabhängig aufgefasst wer- 
den, weil Tonst die gegebene Gleichung schon durch einen 
Theil derfelben integrirt werden würde. Sind aber Ui,««« u^ 
von einander unabhängige Funktionen von x^,* • • x^, fo lassen 
fich n diefer letzteren Grössen, z. B. x^,- - • x^, als Funktionen 
der übrigen und der Grössen U| , • • • u^ darstellen. Es fei 
X|e| -1 + x„e„ = y , und x„ |ie„4i + • • • + x„e^ = z ge- 
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fetzt, und feien die auf den Verein der Variabein Ui,« • • n,^ z 
bezüglichen partiellen DifTerenzialquotienten erster Ordnung 
nach der Reihe mit du*" Snj ^ bezeichnet, von denen alfo 
der letzte nach der extenfiyen Grösse z genommen ist, fo 
wird 

dy = JiydUi H +^iiy*d«n + *y-dz, 

und alfo 

Xdx = X(dy + dz) 

= X Jiy dui + . . . + X J„y • du„ -f (XJy +X)dz, 
oder wenn wir 

X<Iiy = U|,...X(J„y = U^ 
fetzen, fo wird 

Xdx = üidui + • • • + ü^du^ + (Xdy + X)dz. 
Da nun, wenn man Ui,*-«Un als konstant fetzt, Xdx 
identisch gleich null werden muss, und da dann dui,*-* du. 
= und, fo hat man (XJy -f- X)dz = 0, und alfo 
Xdx = Uidui H -{- ündUn. 

Anm. Es gilt diefer Satz auch, wenn Xdx eine exteuflye Grösse 
ist, und namentlich gilt der zweite der oben mitgetheilten Bewcife 
unmittelbar auch für diefen Fall. 

503. ^enn fleh der Ausdruck Xdx (in dem Sinne von 
502) auf n Glieder, nämlich auf üidui -f. . . -}- Undu„ zurück- 
führen lasst, aber nicht auf weniger als n folche Glieder, fo 
wird die Gleichung 

(a) Xdx = 
integrirt durch Vereine von je n von einander unabhängigen 
Gleichungen, und zwar bilden die folgenden Vereine von je 
n Gleichungen: 

d . „ d 



fb) 



ü,--9.,+...+ü,^-y, + ü,,,=0 



.4-1 OU,-^i 



<^<P.+---+ü,,{y, + ü. = 0, 



WO r jeden der Werthe 0, 1, 2,*-« n annehmen kann, und 
9ij" ' 9t willkürliche Funktionen bezeichnen, das vollständige 
System der integrirenden Vereine. Wenn ins Befondere r = 
ist, fo hat man den Verein 
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(C) üi = Ü2=:.-=ü„«:0, 

und wenn r=:n ist, den Verein 

(d) iii = Ci, n2 = C2,--snn = Cn, 
wo Ci, • • • Cq willkürliche Konstanten find. 

Beweis. Die Gleichung Xdx kann nicht durch einen 
Verein von weniger als n Zahlgleicbungen integrirt werden, 
weil fönst (nach 502) Xdx auf weniger als n Glieder der Form 
Udu zuräckgefQhrt werden könnte, was mit der Vorausfetzung 
streitet. Es kommt alfo darauf an, Vereine von n Gleichungen 
zu finden, welche die Gleichung Xdx = integriren und zwar 
die lammtlichen möglichen Vereine diefer Art. Es mögen die 
n von einander unabhängigen Gleichungen Vj = 0, y, r±= 0,* • •, 
Vq = einen die Gleichung Xdx = integrirenden Verein 
bilden, fo lassen fleh die Funktionen Vi,*-*, v^, welche ur- 
sprünglich als Funktionen der m Varibeln Xi,* • • x^^ angenommen 
fein mögen, zugleich darstellen als Funktionen von Ui,-**Un 
und von n — m der Grössen Xi,«-* x^^, z. B. als Funktionen 
von Uj,' • • Un, Xn4.i,- •*• x^. Wonu alle jene Funktionen Vj,« • «Vn 
dann nur Ui,* • • u^ enthalten, aber von x^-i-i,- • • Xnj unabhängig 
find, fo ergeben fleh Ui,--- u^ als konstant, und es tritt der 
befondere Fall (d) ein. Wenn aber mindestens eine der Funk- 
tionen Vi,' • • Vq, z. B. Vq, noch mindestens eine der Variabein 
^n+ir" Xm> 2. B. Xni, enthält, fo lässt fleh, vermittelst der 
Gleichung Vn = 0, Xj^ durch die übrigen (ui,'«- Un,Xn4i,-** 
^m-4) ausdrücken. Führt man diefen Ausdruck in die übrigen 
Gleichungen Vi = 0, • • • v^^i := ein , fo ist es möglich , dass 
in den fo erhaltenen Gleichungen noch mindestens eine der 
Variabein x„4.i,««- Xm_i vorkommt, z. B. x^_i in Vn_i = 0; 
in diefem Falle drücke man Xq^^i vermittelst diefer Gleichung 
durch die noch übrigen Variabein u^,* • • u,^, ^n+ir * * ^m-a ^us, 
und fetze diefen Ausdruck in die übrigen Gleichungen ein;* 
und fo fahre man fort, bis man endlieh entweder alle Glei- 
chungen vi = 0,«** Vq = erschöpft hat, oder bis nur noch 
folcho Gleichungen übrig bleiben, die nur Ui,*-* u^ enthalten. 
Im ersteren Falle muss (nach 491) der Ausdruck Uidui+'" 
U^dUn identisch =: werden, alfo Ui = 0,- • • Un = 0, was 

den befonderen Fall (c) liefert. Im letzteren Falle mögen zu- 

23 
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letzt r Gleichungen v^ :»= 0, • • • y, ee= übrig geblieben fein, 
welche nur die Variabein Ui,*** u,^ enthalten, fe können wir 
vermittelst dierer Gleichungen r der Grössen n^ , • • • u^ als 
Funktionen der übrigen darstellen, z. B. Ui,-*- u, als Funk- 
tionen von n^u * * * Uq. Der Verein wird in diefem Falle stets 
ein integrirender fein, wenn nur, von welcher Art auch jene 

r Funktionen fein mögen, durch fie der Ausdruck Uidu^ -j 

U^dUn identisch gleich null gemacht wird. Da wir Ui,«** u, 
als Funktionen von u^i , • • - u^ dargestellt haben , To erhal- 
ten wir . 

• • • 

• • • 

<"«+•••• <«' + ^- = «' 

als die nothwendigen, aber ausreichenden Bedingungen, da- 
mit in diefem Falle U^du^ -\ U^dUa identisch gleich null 

werde. Somit haben fleh die Vereine b (von welchen (c) und 
(d) nur specielle Fälle darstellen) als die räninitlicken mög- 
lichen Vereine ergeben, welche die Gleichung Xdx = unter 
der Vorausfetzung des Satzes integriren. 

Anm. Es ist diefer Satz nach feiner einen Seite hin in der an* 
geführten Abhandlung Jacobi's (Grelle Journal B. 2 p. 348) nach- 
gewicfen. Aber es ist dort die wichtigste Seite unferes Satzes, dass 
es nämlich ausser den Glcichungsvereincn (b) keinen Verein integri- 
render Gleichungen gebe, nicht nachgewiefen. Auch ist dort nicht 
gezeigt, worin der Terschiedene Charakter der integrirenden Vereine 
(b) je nach dem Werthe des Index r bestehe, obgleich Jacobi mehr- 
fach auf die Verschiedenheit diefes Charakters hinweist. Ofifenbar 
war Jacobi auch mit diefer Seite unferes Satzes vollkommen ver- 
traut , und es lag nur in dem befondcren Zwecke jener Abhandlungen, 
dass er fich darübet nicht weiter ausspricht. — Man fieht aus diefem 
und dem vorhergehenden Satze, dass es dasfelbc ist, zu fogen, es 
lasse ßch Xdx'= durch Vereine von je n (und nicht wen^er als n) 
Gleichungen integriren, oder, zu fagen, es lasse fich Xdx (in dem 
Sinne von 502) auf eine Summe von n (und nicht weniger als n) Glie- 
der der Form Udu zaräckführen. Alfo kommt es darauf an, die Be- 
dingungen aufzufinden, unter denen diefe Reduktion möglich ist, und 
wenn diefe Bedingungen erfällt find, die Methode der Redaktion an* 
zugeben. Um beides auf eine leichte Weife zu ^reichen, wird es 



zweeknOmg l^n, die folgenden Baatimmaogen uad S&tee ttber Ldekenr 
aasdrücke mit nicht vertauechbaren Lacken aufzustellen. Noch be- 
merke ich, dass der vorstehende Satz nicht mehr gilt, wenn Xdx eine 
extenHve Grösse ist; nnd dass, wenn die Reduktion von Xdx anf die 
möglichst geringste Anzahl von Gliedern der Form üda volliogen ist, 
doch damit noch keinesweges die Integration der Gleichuag Xdx = 
gegeben ist. Aber aas 502 folgt, dass, wenn man die lUmmtlichen 
möglichen Redaktionen diefer Art kennt, man aach die Gleichang 
Xdx^=0 zugleich Yollständig integrirt habe. Und diefe Betrachtang 
scheint mir den Weg anzugeben, auf welchem man hoffen kann, zu 
diefem letzten Ziele der Integralrechnung zu gelangen. 

504. Erklärung. Wenn L einen Ausdruck mit b 
Lücken gleicher Gattung darstellt, fiir welche jedoch nicht 
Yertausehbarkeit der Lücken vorausgefetzt ist , Tq verstehe ich 
ualor [LaiSa-** a^l den Ausdruck, welcher hervorgeht, wenn 
»an 8i9--' Sa in allen möglichen Ordnungen in die n Lücken 
von L eintreten Illsst, den erhaltenen Ausdrücken das Zeichen 
+ oder — yorfetzt, je nachdem das kombinatorische Produkt 
der Grössen, welche nach der Reihe in die n Lücken von L 
eintreten, dem Produkte [aiaa--*aj gleich oder entgegea- 
geTetzt ist, und dann die Summe der fo erhaltenen Glieder 
durch deren Anzahl dividirt. Wenn L weniger als n, z« B. 
nur n — r Lücken enthalt, fo verstehe ich unter [Lsias* • • Unl 
den Ausdruck, welcher hieraus hervorgeht, indem man dem 
L noch r Faktoren 1 voranstellt, von denen man jeden als 
Ausdruck mit einer Lücke betrachtet, indem nämlich, wenn 
man diere Lücke durch eine Grösse a ausgefüllt denkt, aus 1 
die Grösse l»a, d. h. a, hervorgeht.. Hierdurch ist diefer 
Fall auf den vorigen zurückgeführt. Wenn ins Befondere L 
ein Ausdruck mit n — 1 Lücken ist, der durch Ausfüllung 

dierer Lücken eine Zahlgrösse wird, fo wird 

1 

[Lai •••8^1= — (SiILAi] H ajLA J), 

wo Ay (fQr jeden Index r) alle Grössen at,*-* a^, mit Aus« 
schluss von 8r, als Faktoren enthält und [a^AJ^^Caias- - - a. 
ist. Ich nenne auch diefe Produkte (wie überhaupt alle welche 
durch die scharfe KUmmor umschlossen find, f. d4) bezüg- 
liche Produkte, und zwar Tetze ich als das Hauptgebiet, auf 
welches fle fich bezieben, das Gebiet der Einheiten, aus 
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welchen die ftmintiichen Grössen, welche in die Lücken ein- 
zutreten fthig find, abgeleitet werden können. 

S05. Wenn L einen Ausdruck mit n Lücken bezeich- 
net, und 

ist, Tg ist auch 

[Laf- aJ = [Lbi... bj, 
und wenn 

2) [ai--aj = 
ist, fo ist auch 

[Laj . . . a J = 0. 
Beweis. Wenn zwei der Grössen ai,* • • a^, z. B. a, 
und a^ , einander gleich werden , fo ordne man die Ausdrücke, 
welche (nach 504) bei der Entwickclung von [Lax • • • 8^] da- 
durch hervorgehen , dass man ai , • • • a^ in allen möglichen 
Folgen in die Lücken von L eintreten Iftsst, paarweife To, dass 
je zwei derfelben, bei denen lieh die Reihenfolge jener Grössen 
nur durch die gegenreitige Stellung von a, und a^ unterschei- 
den, ein Paar bilden. Dann werden die Ausdrücke jedes 
Paares (nach 504) entgegengeretztes Vorzeichen haben ; wenn 
nun a, und a^ einander gleich werden, To werden diere Aus- 
drücke, abgefehen von« dem entgegengeretzten Vorzeichen, 
identisch; alfo wird ihre Summe null, airo in dierem Falle 
auch [Lai • • • a J == 0. 

2. Wenn [af * • anl =0 ist, To heisst das (nach 66), es 
stehen die Faktoren a^ , • • • a^ in einer Zahlbeziehung, d. h. 
(nach 2) eine derfelben, z.B. a^, wird lloh als VielFachen- 
fumme der übrigen ai,--* a,^_i ausdrücken lassen. Führt man 
dieren Ausdruck für a^ in [Lai-** an_iaj ein, und löst die 
dieren Ausdruck umschliessende Klammer auf, fo stellt lieh 
[La] • • • an^ian] als eine Vielfachenfumme von Ausdrücken dar, 
deren jeder zwei gleiche unter den Grössen a'i,-*- a^^^t ^^^ 
hält, alfo (nach Bew. 1) null ist. Alfo ist auch jene Viel- 
fachenfumme, d.h. [Laf* aj, gleich null. 

3. Wenn die Reihe der Grössen ai,*-* a^ eine einfache 
lineale Aenderung erieidet (vergl. 71), z. B. a, fich in a, + o»b 
vorwandelt, wo a eine Zablgrösse ist, und r und s von ein- 
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ander TeraoluedMi find, fo Yeniraiidelt fich [Lti • - • n^,\.t - - - aj 
in [Lai • • • • 8,8,4^ ••••8^1 + «[Lai • • • • ar_tagar+i • • • • aj; der 
zweite diefer Ansdrficke enlhall, da s von r verschieden isl, 
a^ zweimal, isl alfo (oachBew. 1) gfleich null, alfo bleibi der 
Ausdrack [La^ • * - a^l von nnverSndertem Werihe , wenn die 
Reihe der Grössen ai • • • a^ eine einfache lineale Aendenuig 
erführt, alfo auch, wenn fie wiederholt eine einfache lineale 
Aenderung erfährt, d. h. (nach 71) wenn jene Reihe lieh fibcr- 
haupt lineal indert. Wenn nnn [8182 • • • a J = [bib, • • • b J ^ 
ist) fo lisst lieh (nach 76) die Reihe b|, b,,«-* b^^ ans der. 
Reihe 81, B^r" ^n durch lineale Aendernng ableiten, wobei, 
wie eben bewiefen, der Werth von [La^*-* aJ unverändert 
bleibt, d. h. es ist dann [La^ • • • 8 J = [Lb| • • • bj. 

506. Erklärung. Wenn ein Ausdruck L mit n Lücken 
die Eigenschaft hat, dass er mit je n Grössen a^ - • • • a^^ die 
in die Lttcken eintreten können , ein Produkt [Lai * - • aJ liefert, 
welches null ist, fo Tetze ich [L] = 0. Wenn ferner ein Pro- 
dukt [uf • • aJ = 1 ist, and L n Lücken enthält, fo fetze ich 
[L] = [Lai • • • aJ. 

Anm. Es iflt 5chon fraher bei der Behandlang des Potenzwertbes 
eines Braches Q (No. 383), obwohl nar gelegentlich , die hier gewählte 
Bezeichnang angewandt ^ indem, wenn ei,--*en die n Nenner (ind, 
deren Produkt [ej • • • ej = 1 ist, and aj,« • • a^ die zagehörigen Zähler, 
unter [Q>^] das Produkt [ai • • • an] verstanden war. Da nun Q 4ds 
Lückenansdrack mit einer Lücke aafgefasst werden kann , indem näm- 
lich (ffUr jeden Index r) Qer2=ar ist, fo wird Q» ein Ansdruck mit 
n Lücken, und gehört alfo [Qn] zu den hier (in 506) definirteu Aus- 
drücken. Man überzeugt fleh leicht, dass auch nach diefer Definition 
(506) der Ausdruck [Qn] = [a^'a^**- an] wird, und alfo beide Defini- 
tionen in vollkommener Üebereinstimmung stehen. Es hat fich mir 
die Allgemeinheit der hier (in 504 und 506) aafgestellten Begriffe, und 
ihre wefentliche Bedeutung fiir die Analyfis erst während der Arbeil 
ergeben. Sonst würde ich diefe Begriffe und die daraus fliessenden 
Sätze fogleich an ihrer Stelle (im ersten Kapitel diefes Theiles) be- 
handelt haben. Da hier diefe Sätze den Gang der Entwickelang anter^ 
brechen , fo beschränke ich mich^auf diejenigen Sätze , welche für die 
folgende Darstellang unentbehrlich erscheinen. 

ft07. Wenn L zwei oder mehrere vertaaschbare Lücken 
onthftit, fo ist [L] = 0. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass wenn von den n Lücken 
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von L aueh nur zwei mit einander vertauschbar flnd, allemal 
[Laif* ••an] null ist, was auch ai,-*«ai^ für Grössen Teia 
mögen. Denn es feien die übrigen Lücken durch belieluge 
jener Grössen ausgefüllt, fo geht ein Ausdruck mit zwei rer- 
tauschbaren Lücken hervor, diefer Ausdruck fei P. Sind nuA 
b und c zwei beliebige Grössen , welche in diefe zwei Lücke» 

eintreten können, fo ist, .da die Lücken vertauschbar find, 

i 

Pbc = Pcb; aber [Pbc] = -^CPbc — Pcb), alfo =0, alfo auch 

[Lai*** an]=0, für beliebige Gi^össen ai,--< a^, d. h. (nach 
506) [L] =0. 

908. Wenn A^,* • • A^ Grössen mit je einer Lücke der- 
felbon Gattung (Ind, welche entweder alle, oder doch alle bis 
auf eine derfelben, nach Ausfüllung diefer Lücken Zahlgrössen 
werden, und P ein Ausdruck mit beliebig vielen Lücken ist, 
fo ist das Produkt 

[Ar . . A„P] 
ganz den Gefetzen der kombinatorischen Multiplikation (52 ff.) 
unterworfen und zwar in dem Sinne, dass Ai,-*- A^ als ein- 
fache kombinatorische Faktoren betrachtet werden, namentlich 
find zwei Produkte, welche ßch nur durch die gegenfeitige 
Stellung zweier diefer Faktoren unterscheiden, einander ent- 
gegengefetzt, d. h. 

(a) [Aj • • Ap • • Ag • • A^PJ = [Aj • • Ag • • A,« • A^PJ , 

wo beide Seiten der Gleichung fich nur durch die gegenfeitige 
Stellung der Faktoren A, und Ag unterscheiden, . und wenn 
zwei jener Faktoren gleich werden, fo ist das Produkt null, d. h. 

(b) [Ai ..A,..A,...A„P] = 0. 

Beweis. Betrachtet man z. B. nur die beiden ersten 
Faktoren A^ und k^ und nennt das Produkt der übrigen Q, 
und fetzt ei,--* e,^ als Kinheiten, deren kombinatorisches Pro- 
dukt 1 ist, fo ist 

[AiAjO] = [AiAaOeieaeg • • • e„]- 
Hier feilen (nach 504) die Faktoren eie^e, • • • e^ in allen mög- 
lichen Ordnungen in die Lücken von A1A3O eintreten, und das 
Vorzeichen wird pofitiv, wenn Cx, Ca» ^39*** ^n entweder in 
diefer Ordmuig, alfo ei in A^, e^ in A2 und die übrigen 
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e,-- e^ nadi d^ Reihe in Q, eidtreten, oder in irgend einer 
andern Ordnung, welche durch eine gerade Anzahl von Ver* 
fetzungen aus jener Ordnung hervorgeht; ganz diefelba Be^ 
deutung hat aber [A2Ai0e2eie« • • • e^], indem auch hier das 
Zeichen pofitiv wird wenn e^ in Ai, e^ in A^, und es,- • • e^^ in 
diefer Reihe in eintreten u. f. w., alb ist [AiA^OeieiGa • • • e J 
=[A2Ai0e2eie3 • • ej, letzteres ist aber, da (nach 55) [e2eie3 • • ej 
= — [016263 • • -ej ist, (nach 505) gleich — [A2Ai0ei62e3 • • •e^j 
alfo [AiA20] = — [A2A1O]. Werden Ai und A2 einander gleich, 
To folgt aus diefer letzten Formel, dass dann [A1A2O] null wird. 
Dasfelbe gilt nun aus demfelben Grunde, wenn man statt der 
beiden ersten Paktoren des Ausdruckes [AiA^ • • • A^P] irgend 
zwei andere, A, und A^, betrachtet. Somit gelton die For*» 
mein (a) und (b) und auf ihnen beruhen die übrigen Gefelze 
der kombinatorischen Multiplikation. 

S09. Wenn A ein Ausdruck mit einer Lücke und B ein 
Ausdruck mit m — 1 Lücken derfelben Gattung ist, und a^,« * • am 
Grössen diefer Gattung find, fo ist 

[ABai- -.80,]= A[Bai^ • • aj 

wo Ad alle Faktoren a^, • • • a^ , mit Ausnahme des Faktors aa, 
enthalt, und zwar fo, dass [aaA J = [8182 * • * a^] ist, und wo 
die Summe Fich auf die Werthe a = !,••'• m bezieht. 

Beweis 1. Um den Ausdruck [ABaj- • • am] zu entwickeln, 
muss man in die Lücken von AB nach und nach alle mög- 
lichen Anordnungen der Faktoren ai,*--am eintreten lassen; 
dabei muss alfo in A nach und nach jede der Grössen ai, • • • a^ 
eintreten. Wenn nun zuerst in A die Grösse ai eintritt, fo 
müssen in B die übrigen Faktoren, alfo die Faktoren von Ai in 
allen möglichen Folgen und zwar gleichfalls mit dem Zeichen- 
gefetz eintreten, dass zwei fo hervorgehende Ausdrücke gleidies 
oder entgegengefetztes Vorzeichen haben ^ je nachdem die bei- 
den Reihenfolgen ein gleiches oder entgegengefetztes kombi- 
natorisches Produkt liefern. Die fo hervorgehenden Glieder 
werden alfo hF Aai[BAi] liefern. Hier ist jedoch das -f-'-Zeichen 
zu wählen , weil [aiAi] = [8183 • * - am] ist. Aus gleichem Grunda 
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ist die Summe der Glieder,. bei denen in A die Grösse a, ein- 
iriit, = 4- Aa2tBA2] u. f. w.; alfo wird, da man diere Summe 
noch durcli die Anzahl ihrer Glieder dividiren muss, 

[ABai...aJ = -i2"Aa,[BAJ. 

2. Forner ist (nach 504) 

A[Bai • • • a J = ^A^a,[BAJ 

= ^2"M[Bä;] [39] 

= [ABai--*am] [Bew, 1]. 

.510. Wenn C ein Ausdruck mit zwei Lücken gleiche 
Gattung ist, welcher durch Ausfüllung feiner Lücken eine 
Zahlgrösse wird, und a eine Grösse jener Gattung, B aber 
ein Produkt von 2n — 1 fölchen Grössen , und 2n die Anzahl 
der Einheiten ist, aus welchen die Grössen diefer Gattung ab- 
leitbar flnd, fo ist 

[Ca[C°-^B]] = [C»aB] 
fC[C^-^B]a] = [C-Ba]. 

Beweis. [C°aB] drückt, da die n Faktoren C alle ein- 
ander gleich find, und nach Ausfüllung ihrer Lücken Zahl- 
faktoren werden, alfo untereinander vertauschbar flnd, aus, 
dass a in eine Lücke eines der Faktoren, z. B. des ersten 
Faktors C, eintritt, wfihrend die 2n — 1 Faktoren von B in 
die andere Lücke jenes Faktors und in die übrigen Faktoren 
eintreten. Dasfelbe drückt aber die Formel [Ca[C°~^B]] aus, 
alfo find beide gleich. Auf gleiche Weife ergiebt fich die 
zweite, Formel. 

911. Wenn Xdx (in dem Sinne von 502) auf n Glieder 
der Form Udu zurückführbar fein foll, d. h. 

Xdx = Uidui -f- • • • UadUn 
fein foll, fo muss noth wendig 



Km]-" 



fein. 

Beweis. Es fei Uidui -{ U^dUn der Kürze wegen mit 

X^UadUa bezeichnet, fo ist 
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alfo 



Somit 









d^ 
Da ;r-2^a ®in Ausdruck mit zwei vertaviclibaren Lücken 

ist (45i), fo können wir bei der Substitution von -pX in den 



Ausdruck [x(^xV] (nach 507) die Glieder /[^a^J^i 
weglassen, und erhalten 



wo die Anzahl der Indices a, b, Cy*-* gleich n -f- 1 ist. Da 

aber u nur n verschiedene Indices hat, To müssen unter den 

Indices a, i,'"- nothwendig mindestens zwei gleiche vor- 

d d 
kommen; alfo werden auch unter den Grössen j-^ay T'^^ 

-pUc,"* nothwendig zwei gleiche vorkommen, alfo ist (nach 

508) jedes Glied der obigen Summe null, alfo die Summe 
reibst, d. h. ' 



[<s'')>»- 



Anm. Ich werde im Folgenden zeigen, dass diefe Bedingongs- 
gleichnng sngleich die Tollkommen ausreichende ist, fo dass, wenn 
fie erfüllt wird, auch allemal die Redaktion auf n Glieder der Form 
Udn, aKo auch (nach 503) die Integration durch Vereine von n Glei* 
chuDgen möglich ist Es ist daher diefe in der That wunderbar ein- 

23» 
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fache Formel von fehr weitreichender Bedeutung. D^r Beweis der- 
felben ist oben fo geführt, dass auch die Art, wie di«felbe gefanden 
ist, unmittelbar hin durchleuchtet. Auch hält es nicht schwer, die 
entsprechenden Formeln für den Fall zu entwickeln, dass Xdx eine 
extenrive Grösse istj und ich habe diefe letzteren Formeln hier nur 
deshalb nicht aufgestellt, weil, wie schon oben angedeutet, die Be- 
handlung diefes allgemeinen, die ganze Integralrechnung abschliessen- 
den Falles hier unterbleiben musste. Dagegen werde ich die oben 
mitgetheilte Formel in der folgenden Kummer in die gewöhnliche 
Aualyfis kleiden. 

512. Aufgabe. Die Bedingungsgleichung aus 51i, 
nämlich 

durch Zahlgleichungcn zu erfetzen. 

AuflöTung. Es fei x = Xiei +• • • XaCm» woCij-'-Ca 

das System der Einheiten bilden. Dann ist dx = eidxi -{ 

^m^Xm; und es wird Xdx = Xei • dx^ -}- . . . Xej^ix^ = Xidx, 
-f-* ' * X^dx^i, wenn wir die Zahlgrössen Xe],* • • Xe^, besieh- 
lieh mit Xi,« • * X^^ bezeichnen. Die obige Bedingungsgleichung 

fagt dann (nach 506), da X eine und -pX zwei Lücken ent- 
halt , aus, dass 

fei, und auch bleibe, wenn man statt ^j, 62,* * • 02^-^ beliebige 
2n -{- 1 unter den m Einheiten Ci, • • • Cnj fetzt. Ist m = 2n + 1, 
fo tritt keine andere numerische Bedingungsgleichung als die 
Gleichung (*) hervor; ist m<:2n -f- 1 , fo tritt gar keine hervor, 

weil dann je 2n -f- 1 Grössen, mit denen [Xf-r-X j 1 mulli- 
plicirt werden mag, in einer Zahlbeziehung stehen^ idfo 
1 X^-pX j I dann mit ihnen multiplicirt (nach 505) null lie- 
fert, alfo (nach 506) felbst null ist. Wir nehmen daher jetzt 
m, dass m = > 2n + 1 fei; und Tuchen unter diefer Voraus- 
fetzung in der Gleichung ^, X und x durch die Zahlgrössen 
^\9' * ^m^ ^ir * ' ^m 2^ erfetzen. Nun ist nach dem Obigen 



J J j 

Xe,=2iX„ a'fo j^Xe^e^ = j^X^Cg = ^^X, (ftach 451), Fülglich 
verwanden fich die obige Formel (^> in 



=J+x. 



"d „ d 



^- ^-^^••dT,^*di;^*-d^t^^»'" 
WO man die Indices auf alle möglichen Arten zu vertauschen 
und dem jedesmaligen Gliedo das Zeichen + oder — voreu- 
fetzen hat, je nachdem die Anzahl der Vertauschungen, durch 
die es hervorging, eine gerade oder ungerade war. Bezeich- 
nen wir nach Jacobi's Vorgänge (Grelle Journal !}, 351) 

7 — X2 — J-X3 mit (2, 3) u. r. w., oder allgemein fetzen wir 
ro können wir die vorige Formel auch schreiben 



Ö = ZT Xa(2, 3)(4, 5) (2n, 2n + 1), 

wobei did Vbrtauschungen je zweier in einer Klammer stehenden 
Indices ausgeschlosi^en bleiben. £l)enfo können wir, ohne die 
Bedeutung der Gleichung zu ändern, festfelzen, dass der erste 
der beiden in Klammern geschlossenen Indices von einem Faktor 
zum nächstfolgenden nur wachfe, nie abnehme. Denn da die 
Ordnung der Zahlfaktoren (2, 3) u. f. w. gleichgültig ist, fo 
können wir ihnen immer jene Anordnung geben. Wir be- 
zeichnen in diefem Sinne (mit Jacobi a. a. 0. p. 355) die 

Summe ^q: (2, 3). (4, 5) (2n, 2n + 1) mit (2, 3, 4, 5, 

• • •, 2o, 2n -f 1>, fo verwandelt Tich die obige Gleict^ung in 

0^X+ Xi(2, 3,. . . . 2n + 1), d. h. 

= Xi(2, 3, . . . 2n -f 1) — X2(l, 3, • • • • 2n + 1) 

+ X,(l,2,4,...2n + 1) , 

was Jacobi (a. a. 0. p. 356) schreibt 

(**) = 2"Xt,(2,3,....,2n + l). 
Solcher Gleichungen giebt es fd 'Viele, als es Kombina- 
tionen ohne Wiederholung aus tn Eieihenten zulr 02n -f- l)-ten 
Klasse giebt. Aber diefe Gleichungen find, wenn m^2n-f 1 
ist, nicht unabhängig von einander. In der That köanen wir 
zeigen, dass wenn die Gleichung (^), deren Transformirte die 
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Gleichung (^ ist, fttr alle Kpmbinationen aus ei,**- 6^^ zur 
(2n -f- l)-ten Klasse, in denen eine Einheit e, vorkommt^ deren 
zugehöriges Xe^sX^ nicht null ist, als geltend angenonoien 
wird, fle auch für alle übrigen Kombinationen (in denen e, 
nicht vorkommt) gelten muss. In der That, es fei Xj ^ 0, 
und gelte die Gleichung ^ fflr alle Kombinationen, in deneo 
ei vorkommt, d. h. es fei allemal 

wenn E, eine beliebige KoDiJ>ination ohne Wiederholoog aas 
^9""^m ^ur 2n-ten Klasse ist, fo ist zu zeigen, es Tei 
auch allemal 

[x(^x)%.eJ==o, 

auch wenn e^ eine beliebige in E^ nicht vorkommende Einheit 
bezeichnet. In der That ist (nach 508) |X\^^J 1 allemal 

null, alfo ist (nach 506) auch [x^^r-XJ eie,EJ = 0, d. h. 

es ist 

jTXe.[x(;^x)%.Ej = 0, 

wo die Summe fich auf die verschiedenen Glieder bezieht, 
welche aus dem unter dem Summenzeichen stehenden dadurch 
hervorgehen, dass man e^ nach und nach mit jeder in e^E, 
vorkommenden Einheit vertauscht (und das Vorzeichen ändert); 

allein alle diefe Glieder find null, weil dann |^(t~^) I ™i^ 

einer Kombination von Einheiten multiplicirt ist, unter denen 
Ol vorkommt, und diefe Produkte nach der Vorausfetzung null 
find, alfo bleibt das unter dem Summenzeichen stehende Glied 
allein übrig, d. h. es ist 

Nun ist gleichfalls vorausgefetzt, dass die Zahlgrösse Xei 
= X| von Null verschieden fei, alfo erhalt man 

[x(^x)"eA] = 0. 
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was xa zeigen war. Wir fassen nun das ReAiitat in einen 
Satz zurammen: 

813. Wenn der Ausdruck Xidxi + *** * X„dx„, in 
welchem Xi,- • • X^^ Funktionen der Variabein x^y- • • • x^^ ilnd, 
Och auf n Glieder, nämlich auf Uidui -f ••• Undu^, foH redu- 
Olren lassen können, oder, anders ausgedrückt, wenn die 
Gleichung Xidxi +* " Xm<iXm = 0, fleh foll durch Vereine 
von je n Gleichungen integriren lassen können, fo muss erstens, 
wenn mr=2n -f- 1 ist, die eine Bedingungsgleichung 



:i(2, 3,.-.,2n + i) = 0, 
welche die in 512 beschriebene Bedeutung hat, erf&llt wer- 
den ; wenn aber zweitens m ^ 2n -f- ^ i<st , fo treten fo viele 
folcher Gleichungen hervor, als es Kombinationen aus m Ele- 
menten zur (2n -f l)-ten Klasse giebt, indem man nftmlich 
statt der Indices 1, 2, • • • , 2n -f 1 in obiger Gleichung jede 
andere Gruppe von ebenfo vielen Indices fetzen kann; doch 
reicht unter diefen Gleichungen schon eine geringere Anzahl 
aus, indem, wenn z. B. X^ ungleich null ist, es ausreichend 
ist, wenn man in der obigen Gleichung statt der Gruppe der 
Indices 2, 3,-**2n-|*l, jede andere Kombination aus den 
Indices 2, ^* • • • m zur 2n-ten Klasse fetzt. So bleiben nur 
foviel Bedingungsgleichungcn übrig, als es Kombinationen ohne 
Wiederholung aus m — 1 Elementen zur 2n-ten Klasse giebt. 

A n m. Für den einfachsten Fall , wo m = 2n + 1 ist , hat J a c o b i 
(a. a. 0. p. 356) die Bedingungsgleichung aufgestellt. Für den Fall, 
wo n = l ist, erhält man die bekannten Bedingungsglcichungen der 

Integrabilitftt, welche (nach 511) in der Gleichang [x-^zJasO zu- 

famnaengefasst erscheinen. Es kommt nun darauf an, die Zurück- 
führung yon Xdx auf n Glieder der Form üdu, fobald nur die Be- 
dingungsgleichung (511) für die Möglichkeit diefer Zurückfahrung er- 
füllt ist, auch wirklich zu vollziehen. Zu diefem Ende löfen wir nach 
Pfaff's Vorgänge die folgende Aufgabe: 

514. Aufgabe. Die Zahlgleiohung 
(a) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x = X|ei -f* * * ^mOm 
aus einem Systeme von m Einheiten abgeleitet ist, auf die 
Form zu bringen, dass die hervorgehende Gleichung nur m — 1 
verftnderliche Zahlgrössen enthalte. 
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Aufidfung. Es kommt zu denäi Ende nur darauf an, x 
als Funktion einer aus m — i Einheiten ableitbaren Veränder- 
lichen a, und einer veränderlichen Zakigrösse t in der Art 
darzustellen, dass, wenn man diefe Ausdrücke für x in die 
gegebene Gleichung einführt, dann der Koefficient von dt in 
der entwickelten Gleichung null wird, und der Koefficient von 
da entweder t gar nicht mehr enthält, oder nur in einem Zahl- 
faktor Nj fo dassy wenn man die Gleichung mit N dividirt, 
die fo hervorgehende Gleichung t nicht mehr enthält. Be- 
zeichnet man mit 6' das Differenzial nach a, wobei t konstant 
gefetzt ist, und mit 3 den Differenzialquotienten nach t, wo- 
bei a konstant gefetzt ist., fo erhält man dx^=i6'x -i- 6x'ii; 
folglich müssen, wenn die verlangte Aufgabe gelöst fein foll, 
die beiden Gleichungen erfüllt werden 

(b) X*x = 

(c) i^ =0, 

indem die letztere ausdrückt, dass XJ'x:iV nicht mehr von 
t abhängig ist. Die letzte diefer Gleichung giebt, wenn man 

fetzt, • 

(e) Xüä'x = S{Xi'x) = *X . 6'x + Xöd'x. 
DiiTerenziirt man auch die Gleichung (b) nach a, fo er- 
hält man 

(0 =*'X.fe + Xi'*x. 

Subtrahirt man die zweite diefer Gleichungen von der 
ersten, fo erhält man 

(g) XXä'x = *X . *'x - rf'X . *x 

:=:^X'd'X'dx — ^X'3x^d'X 

dx dx 



(h) AX<r'x = r^X *'x.fa]. 



Hier ist -r-X ein Ausdruck mit zwei Lücken; und zwar 
dx ' 

ist hier als erste Lücke, d. h. als diejenige Lücke in welche 

der zuerst gestellte Faktor (im ersten Gliede ^^x) eintreten 



foll, diejenige Lfldte aafgefassl, wekke in X wUialten ist» 
rnid als xweite die durch die Differenxialion nach x und Diti- 
fion mil dx hinxotretendo. Die Gleichung (h) wird nun otten^ 
bar erfüllt fein , wenn i&r jede Grösse c , die mit x (alfo auch 
mit i'x) von gleicher Gattung ist. 



(i) iXc = r^X.c *x] 



ist. Ich zeige nun, dass, fobald diere Gleichung (i) (für jede 
Grösse c) erfüllt ist, auch die beiden Gleichungen (b) und (c) 
erfüllt find, und alfo die verlangte Aufgabe gelöst ist, voraus* 
gefetzt, dass X von Null verschieden ist. Es ist i*x mit x 
von gleicher Grössengattung, muss alfo, wenn die Gleichung 
(i) allgemein gilt, in diefer Gleichung statt c eingefetzt wer- 
den können, wodurch man die Gleichung (h) erhfilt; alfo gilt 
auch die Gleichung (g), da Tie mit (h) gleichbedeutend ist. 
Ferner ist auch dx von gleicher Gattung mit x, kann alfo 
statt c in Gleichung (i) eingefetzt werden. Dann wird aber 
die rechte Seite derfelbcn (nach 505) null, alfo erhält man 
AX^x = 0, alfo da A^O (nach Vorausfetzung), fo ergiebt fich 
X^x=:0, d. h. die Gleichung (b) gilt. Dann aber gilt auch 
die daraus abgeleitete (f). Durch Addition der Gleichungen 
(f) und (g) geht aber die Gleichung (e) hervor. Setzt man nun 
log. iV = d~Udt, fo wird auch die Gleichung (d) erfüllt, und 
indem man den daraus fliessenden Werth von X in (e) einfetzt, 

Xd'x 
auch die Gleichung (c), und es wird dann --—=0 die aus 

Xdx==0 transformirte Gleichung, welche nur noch a, alfo 
eine aus m — i Einheiten ableitbare Grösse als Variable ent- 
halt, und die Aufgabe ist gelöst. Dies in einem Satze dar- 
gestellt: 

„Wenn die Zahlgleichung 
(a) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x aus m Einheiten 
ableitbar ist, angenommen wird, und man x als Funktion einet 
aus m — 1 ableitbaren Variabein a und einer verfinderlichen 
Zahl t fo bestiq[in)t, dass, wenn S* das DiiTerenzial nach a, 
wobei t konstant gefetzt ist, und S den DifTerenzialquotienten 
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nach t, wobei a konstant gefetzt ist, bezeichnen, nnd c eme 
beliebige mit x gleichgattige Grösse, X aber eine noch unbe- 
kannte jedoch von Nnll verschiedene Zahigrösse darstellt, die 
Gleichung 

(i) AXc = [-j-X'C'Jx I 
erf&Iit Tei , To wird die Gleichung (a) erfetzt durch die Gleichung 

Xd'x 
in welcher -^ nicht mehr von t abhängt, und 

(1) log. JV=d-Udl 
ist.« 

515. Fortretzung. Es kommt zunächst darauf an, aus 
der gefundenen Gleichung 514 i die Grösse ^x auf eine Seite 
allein zu schaffen. Wir thun dies zunächst unter der Vor- 
ausfetzung, dass m = 2n fei. Jene Gleichung enthält, wenn 
man statt c nach und nach die Einheiten ei,«** 620 fetzt, 2n 
Zahlgleichungen, durch welche fich die Grössen ^Xi,*** dxjn, 
welche in rfx = ei<Jxi -( 62^^X20 enthalten find, im Allge- 
meinen ausdrücken lassen. Es gelingt dies auf eine fehr ein- 
fache Weife, fobald vorausgefetzt wird, dass 

feien. In der That hat man dann, um ^x, zu finden, nur in 

514 i statt c den Werth FfT-X^ eJ zu fetzen, wo [e^] 

= 1 ist und Er als Faktoren die 2n — 1 von e, verschiedenen 

lieh Qx)" 

Lücken enthält und E, ein Produkt von 2n — 1 Einheiten ist, 

fo wird (nach 504) FrT-X^ Er] eine Vielfachenfumme der 

Einheiten, aus denen x abgeleitet ist, alfo mit x von gleicher 
Gattung und kann alfo statt c in die Gleichung 514 i einge- 
fetzt werden. Dann verwandelt fich diefe in 
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Einheiten enthält. Da nämlich ( -^X ^ im Ganzen 2n — 2 



Wandelt man die linke Seite diefer Gleichung (naoh 509) und 
die rechte (nach 51t)) um, indem man bedenkt, dass -r-X ein 

Ausdruck mit zwei Lücken ist, und Towohl X als -r-X nach 

' dx 

Ausfüllung ihrer Lficken Zahlgrössen werden, To verwandelt 

fich jene Gleichung in 

Setzen- wir hierin statt dx feinen Werth eiSx^ -f ... ejn^Xjn, 
fo bleibt, da [E,eJ, wenn r von s verschieden ist, gleiche 

Faktoren enthält, alfo das Produkt [rT-XyE^e,! null wird, 

und da (nach 58) [E,eJ = — [e^EJ = — 1 ist. 

Wenn nun die Yergleichungen (a) und (b) erfüllt find, und man 

(d) -2n^:[(;^x)"] = ^ 
fetst, fo erhält man 

m *x, = i[x(Ax)-'E,]; 
alfo wird 

d. h. (nach 509) 

(e) ax = ^[x(^x)"-*], 
oder (nach 2) 

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Werth ^x aus der 
Gleichung (e), in welcher {i die durch (d) ausgedrückte Be- 
deutung hat, in die Gleichung 514 i eingefetzt, diefe für jeden 

beliebigon Werth c identisch macht« Setzt 'man zunächst st^ti 

24 
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c eine der Einhdten, z. B. e^, fo wird die ^chte Seile der 
Gleichung 514 i 

/^d N"*-^ 
Da X( -7-X J nach Ausfüllung feiner 2n ~ 1 Lücken 

eine Zahlgrösse wird, fo können wir, ohne die Bedeutung 
desfelben zu ändern, ihm noch eine Lücke I hinzufügen (nach 
504). Diefe Lücke fei mit den übrigen von gleicher Gat- 
tung, fo wird (nach ^^4) [x^-^xT^T = [iX^^X^""'"! 

= _rxi^x°-il (nach 508), und dies wieder (nach 509) 

= — — y Xe«! iT-X^^^Efl 1, wo E^ die von e^ verschiedenen 

Einheiten zu Faktoren hat, und [e^EJ = 1 ist; alfo erhilt 
man, da Xea eine Zahlgrösse ist, alfo in dem Produkte be- 
liebig gestellt werden darf. 

Da nun E^ alle von e^ verschiedenen Einheiten als Fak- 
toren enthält, fo enthält es, wenn a von r verschieden ist, 
auch e,; dann aber i^t [e,EJ (nach 60) null, alfo auch (nach 
505) der ganze Ausdruck, in welchem epEI^ vorkommt, alfo 
reducirt fleh die obige Summe auf das Glied, für welches 
a = r wird; da aber [erEJ = l ist, fo erhält man dann den 
obigen Ausdruck . 

Setzt man hierin statt fi feinen Werth aus (d), fo wird der 

letzte Ausdruck 

= ^Xe-. 

Somit gilt die Gleichung 514 i für jede Einheit e,, die 

statt c gefetzt werden mag, alfo auch für jede Vielfacben- 

fumme diefer Einheiten, d. h. für jede Grösse c, die mit x 



von gleicher Gattung ist. Alfo ist bewiefen, dass der Aus- 
druck (e) f&r dx unter den gemachten Vorausfetzungen die 
Gleichung 314 i allgemein lost. 

Anm. In der erwähnten Abhandlung hat Jacobi (Grelle 2, 354) 
die hier gemachten, dorch die Vergleiehnngen (a) und (b) ausgedrück- 
ten y orausfetzungen stillschweigend gleichÜBdls angenommen , and die 
übrigen Fälle, wo diefe Voraus fetzun^en nicht eintreten, gar nicht 
behandelt. Die refaltirenden Formeln (e) oder (f ) liefern in Form 
der gewöhnlichen Analyfis gekleidet, diefelben Gleichungen, welche 
Jacobi dort (p. 354 ff.) auüstellt, ohne jedoch den Beweis mitzutheilen. 
Die Determinante, welche aas den in 514 i enthaltenen 2n Zahlglei- 
chungen direkt abgeleitet wird, enthält doppelt To viel Faktoren, als 
die zur Löfung der Gleichungen dienenden Ausdrücke erfordern j es 
lässt fich diefe Determinante aber ^als Produkt eines Quadrates und 
einer neuen Determinante, welche nur die einfache Anzahl der er* 
forderlichen Faktoren enthält, darstellen; jenes Quadrat fallt dann 
schliesslich aus den Ausdrücken für Jz^,-*- ^^ hinweg, und diefe 
neue Determinante stimmt mit dem oben mitgetheilten Ausdrucke 

jf^-pX j J überein. Alle diefe Umgestaltungen find durch die. oben 

angewandte Methode, welche lieh von felbst darbietet, yermieden. 
Der Ausdruck für fix steht in einer merkwürdigen Beziehung zu der 
Bedingungsgleichung von No. 511, wofür fich der Grund weiterhin 
ergeben wird. Es bleibt noch Übrig, die Methode für den Fall zu 
ergänzen, dass die durch die obigen Vergleiehnngen (a) und (b) dar- 
gesftenten Vorausfetsnngen nicht erfüllt werden. 

516. Fortfetzung. Wenn zwar, wie in der vorigen 
Nummer, 



aber (b) [(^xj] = 



ist, fo liefert die Gleichung 516c, welche von den Voraus- 
Tetzungen 516a und b unabhängig ist, für X den Werth null. 
Alfo haben wir nicht mehr auf die Gleichung 514 i zurückzu- 
gehen, da diefe nur für den Fall, dass A^O fei, zu einer 
LOfung der Aufgabe führte. Es zeigt fich aber, dass dann 
die Gleichung 

wofür man auch die Kongruenz 
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fetzen kann, die Auflöfung der Aufgabe 514 ergiebt, d. h. die 
Gleichungen 514 b und c identisch macht. Denn dann wird 

= A*[X'(^X)° '] [509] 

(d) X«x = [508]. 
Ferner wird aus gleichem Grande, wie in 515, 

nach der ersten Vorausfetzung (a). Diefe Gleichung gilt für 
jede Einheit e, = Oi ,• • • e^m alfo auch für eine beliebige Viel- 
fachenfumme diefer Einheiten, alfo auch für <f^x, da dies mit 
.X von gleicher Gattung, alfo auch aus den Einheiten eu* * ' ^« 
numerisch ableitbar ist. Es wird alfo 

r^X^'xJxl = 0, d h. 

dx dx 

Es ist aber j-XJx = JX und -j-XS'x^ssS'X; alfo hat man 
dx dx 

dX'S'x-^S'X'6x=Q. 
Differenziirt man nun die Gleichung (d) nach a, wfthrend 
t als konstant gefetzt ist, fo erhält man, da d* das zu diefer 
, Differenziation gehörige Zeichen war, 

*'X.*x + Xd*'x = 0, 
Addirt man diefe Gleichung zu dw vorigen, fo hat man 
^X-d'x -t-X^i'xr^O, d.h. 

(e) *(XJ'x) = 0, d. h. 

es ht Xd'x von t unabhängig, und allb, da (nach 504) Xdx 
=^X6^ + X<Jx war, und XSx = ist, 

Xdx = X<f'x, 
wo der letzte Ausdruck von t unabhängig ist, alfo nur von 
2n — 1 Variabein abhängt. 

Anm. Die Qleichung (b) ist alfo (unter der Vorausfetzang a) 
die Bedingungsgleichung ^dafür, da6B der Acndraek Xdx ßch unniittd- 
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bar (ohne Hinzutreten eines Faktors) in einea Ansdrack transformiren 
lasse,, der nur noch 2n — 1 veränderliche Zahlgrössen enthält; wenn 
dagegen die Gleichung (b) nicht erfüllt ist, fo gelang diefe Trans- 
formation nur vermittelst eines veränderlichen Faktors, dessen recipro- 
ker Werth oben mit N bezeichnet war. Wenn ins Befondere n = 1 ist, 
d. h. Xdx die Form X,dX| -|- X2dz2 hat, fo ergiebt fich die Gleichung 

I -T-^\ = 0, als Bedingungsgleichung dafür, dass fich X^dx^ -f^X^dX] 

in einen Differenzialaus druck Udu mit nur einer veränderlichen Zahl- 
grosse *(u) verwandeln, alfo fich allfeitig integriren lässt. Die Gleichung 

•-=— xl = fagt aber aus, dass ^X zwei vertauschbare Lücken ent- 
hält, was mit No. 486 stimmt. Ehe ich nun zeige, wie die Aufgabe^ 
zu löfen ist, wenn die Bedingungsgleichung (a) wegfällt, will ich. 
noch durch Integration der Gleichung 515 e die angedeutete Trans- 
formation wirklich vollziehen, wobei ich mich der Methode Jacob i's 
(in Grelle 17 p. 138) bediene. 

Sllr. Fortretzung. Die Kong^ruenz oder Gleichung 
(a) i. ^ K^X)-^] oder S. = mK^x)*^] 

bestimmt nur das Verhältniss der Differenzialquotienten dx^^ • • 
<fx2n; wir können alfo einen derfelben willkürlich annehmen, 
d. h« wir können t beliebig wählen. Setzen wir t=:x2n9 fo 
wird 6x2j^ = 1. Setzen wir dann für den Augenblick x^Oi 4- ' ^ * 
Xan-iOan-i = y> fo wird x = y + te,n und Sx = dy + ejn, 
dann erhftit man 

Hier bestimmt fleh jct aus der Vorausfetzung dx2n = 1 ; 
fetzt man hierin statt dx^^^ feinen Werth aus 515 d^, fo er- 
hält man zur Bestimmung von fi die Gleichung 

wo E2n=' — [eie2«" e2n-i] ist; fomit erhalten wir 

Hier ist die rechte Seite eine Funktion von x, alfo von 
y mtd t; und es kann daher diefe Gleichung nach der Methode 
4M ititegrirt werden. Es ergab fleh y (nach 494 c) in der 
Form 



1 
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y = a + lgp, 
wo gp noch wieder eine Funktion von y und t, d. h. von x 
ist/ und wo a der Wcrth ist, den y, und alfo auch x, für 
t=0 annimmt. Die Formel 494 d lehrte zugleich a als Funktion 
von y und t, d. h. hier als Funktion von x finden. Dann wird 
d*Xy da d' die Difi^erenziation nach a, wobei t konstant war, 
bedeutet, gleich <f'y = da + tcJ'y. Alfo wird X^TxriV, was, 
wie gezeigt, von t unabhängig ist, gleich X(da -f t(f'9) : iV^. 
Wenn wir daher statt X und N, um Tie als Funktionen von 
X zu bezeichnen, X(x), N(x) schreiben, To erhalten wir 

Xd'x _ Xfx)(da + t J^) 
N ~ N(x) 

Da aber der Ausdruck links von t unabhängig ist, to muss 
es auch der Ausdruck rechts rbin, alfo muss er denfelben 
Werth behalten, den er für t = hat. Da in diefem Falle 
y=Ä wird, und alfo auch x (=y + 10,^) gleich a wird, fo 
erhält. maOr 

Xd'x ^ X(a)da 
JY ~ iV(a) ' 
Nun war, da X<Jx = ist, Xdx = X<J'x = 0, alfq er- 
hält man 

X(a)da = 0, 
als die Transformirte von Xdx = 0; und zwar ist in jener a 
aus den Einheiten ei,*-* e2n-.i ableitbar, alfo nur von 2n — 1 
veränderlichen Zahlgrössen abhängig, was verlangt war. 

Anm. Wir hätten dem Satze in 494, den wir hier benutzten, 
für den hier vorliegenden Zweck auch die Form geben können : Wenn 
X aus mehreren (m) Einheiten ableitbar ist , und dx ^ f(x) gegeben 
ist, fo wird diefe Kongruenz integrirt durch eine Funktion (Fx) von 
X, welche einer aus m — 1 Einheiten ableitbarem Konstanten a gleich 
gefetzt ist \ und ins Befondere kann man diefer integrirenden Gleichung 
Fx ^ a (welche m ^^ 1 Zahlgleichungen enthält) die Form ^eben, dass 
a derjenige Werth wird^ welchen x iür den Fall annimmt, dass eine 
der Ableitzahlen von x , z. B. Xm, . null wird. In diefer Form werde 
ich den Satz in der Folge benutzen ,^ ind^m ja der Beweis des Satzes 
in diefer veränderten Form , ganz in dem oben Gofagten enthalten ist. 
Um nun die vorliegende Aufgabe auch für den bisher aubgeschlosaenen 
^ail lOfcA zu können, will ich noch einen Hülfsfatz voranstellen, wel- 
cher auch an fich von Interesse ist. 
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518. Wenn [xf^xYl =0 isl, fo ist auch [r^xy^'l 

= 0. 

Beweis 1. Die Lücken des ersteren diefer Ausdrücke 
werden durch 2n -{- 1 , die des letzteren durch 2n -f 2 Fak- 
toren ausgefüllt. Ich zeige nun zuerst, dass der zweite Aus- 
druck nach Ausfüllung feiner Lücken durch beliebige 2n -f 2 
Faktoren aida * - * * a2n-f2 Hch als Yielfachenfumme von Aus- 
drücken der ersten Art darstellen lässt. Ich gehe, um beide 
Arten von Ausdrücken zu vermitteln, von dem Ausdrucke 

XaJ r j^Xj aiaa aa^+a 

aus. Ich will zu dem Endo mit F^ das Produkt der von a, 
verschiedenen Grössen ai,* • • a2n+2 bezeichnen, und zwar dies 
Produkt fo genommen, dass [a^Fr] = [aiaa* * • • ^iin-^i] ^^h und 
ebenfo mit F, ^ das Produkt der von a, und a^ verschiedenen 
unter jenen Grössen und zwar fo, dass [arasFr^g] = [aia2 * • «asn-f-a} 
fei. Dann wird der obige Ausdruck 



= ^«{(;E^r'«'P>} 



Hierzu können wir, da [aiFJ, wenn 6^1 ist, nothwendlg 
den Faktor ai zweimal enthält, alfo in diefem Falle (nach 
505) der obige Ausdruck null wird, fobald wir aiF^ statt a^Fi 
und gleichzeitig Xa^ statt Xai schreiben würden, noch be- 
liebig viele Ausdrücke diefer Art hinzufügen; und wir erhaUen 
den obigen Ausdruck 



=5^H(sO" "'■"•]' 



wo fich die Summe auf alle Werlhe B = 1,- •2n + 2 beziehen 
füll. Diefer Ausdruck ist aber (nach 509) 



= 2HTiZHs^^''^"*][C^0°^*' J' 



wenn Fj ^ die oben angegebene Bedeutung hat, d. h. [Sf^BaF^ j 
= [aiaa--' aan+a], alfo [aaFB^a] = F6 ist, und alfo a von 6 
verschieden ist und daher nur 2n -f- 1 verschiedene Werthe 
annehmen kann. Fassen wir jetzt (nach 509) den ersten und 
dritten der unter dem Summenzeichen stehenden Faktoren zu- 
fammen, fo erhalten wir den gefundenen Ausdruck (nach 509) 
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wo das Minus- Zeichen zu fetzen ist, weil aus [a(aaF(^J = 

[aifta-'-aan+a] fo'g^ dass [aaB^F^^a] = — [aiöa «an-Hl >stf 

und airo nach dem Princip der obigen Bezeichnung Fa = — 
[a^F^ a] fein muss. Die gewonnene Formel ist, alfo 

(.) x..[ax)-..P,]=-J[iLx,..][<^x)V.]. 

wo nach dem Obigen F^ ein Produkt ist, dessen Faktoren aus 
einer beliebig gewählten Faktorenreihe a^, a2,-**a2n4.2 ge- 
nommen find, und zwar fo, dass auKser a« alle Faktoren diercr 
Reihe darin vorkommen und [a^FJ =? [aia^ • • • a2n-i-2] i^^* 

3, Wenn nun 1 x( yX j I = ist , fo ist auch die rechte 
Seite der Formel (a) null, alfo auch die linke. Alfo müsste ent- 
weder Xai oder [(j^X J aiFi J, d, h. [(^jjX^ ^i«» ' • «2»+al 

null foin. Sollte das erstere der Fall foin, fo könnte man statt 
ai irgend eine andere der Grössen a^, a2y* • * a2n+2 fotzen; und 
wenn auclT nur für eine derfelben a, das Produkt Xa, ^ wird, 

fd^ ergiebt fich schon der zweite Faktor j ( ;pX J aj • • • aa^-f^ 1 

gleich null. Sollten aber Xa^, Xa2,*** Xa^^+a ßmmtlich null 

feii/fo wflrde auch j-Xa, für jeden Index r null, alfo aueh 

j -pXapBg 1, alfo auch j ( -r-X j ai • • • Oan+a [ gleich null. Diefer 
Ausdruck ist alfo für jede Faktorenreihe ai,*** asa+a gleich 
null, alfo (nach 506) [f^xV 1 felbst gleich mU. 

519.. Fortfetzung der Aufgaben 514— 517. Es fei, wie 
in 514, die Zahlgleichung 

(a) Xdx = 
betrachtet, in welcher, wie dort, x aus einem Systeme von 
n Einheiten ableitbar ist. Immer wird fich ein Wcrth n von 
der Art angeben lassen, dass 
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fei. Denn die Yergleichung (c) wird immer erfüllt, wenn 
n=:l ist, wo fie fich auf X^O reducirt; und die Gleichung 
(b) wird immer crföllt wenn 2n -f 1 ^ m ist; denn dann wird 
zwischen jeden 2n -f 1 Grössen, welche die Lücken des Aus- 
druckes |^(i~~^} I auszufüllen vermögen, eine Zahlbezie-* 

hung herrschen, weil fie aus weniger als 2n + I9 nämlich 

aus m Einheiten numerisch ableitbar ^ären, folglich giebt jener 

Ausdruck mit jeden 2n -f 1 Grössen, die feine Lücken füllen, 

multiplicirt (nach 503 j null; alfo ist er felbst null (nach 506). 

m — 1 
Dies tritt alfo stets ein, wenn 2n -{- 1 >m, d. h. n ^ 



m -*^ 1 

ist, folglich muss es zwischen 1 und — ^ — einen Werth n 

geben, Rir welchen die obigen Vergleichungen b und c er* 
füllt find. Diefer Werth fei für n angenomqten. Nun kommt 
es (nach 5i4) darauf an, die Gleichung 



[^Xe.«rx] - AXe. = 



für jedes s von 1 bis m zu erfüllen; indem, fobald diefe er- 
füllt ist, und X nicht null ist, die Gleichung (a) durch die 

Gleichung — --=sO, erfetzl wird, in welcher die linke Seite 

nicht mehr von t abhängt und iV durch die Formel 514(1) be- 
stimmt ist. Bezeichnen wir der Kürze wegen mit Gg den 
Ausdruck 



6a = [j^Xe,Jxj — AX03, 



fo können wir die obigen Gleichungen schreiben 

= Gl = G2 = • • • = Gjjj. 

Nun zeige ich, dass, wenn m >* 2n ist, zwischen jeden 

2n -{- 1 der Grössen G^ • • • • G^ eine Zahlbeziehung herrscht. 

Angenommen, es herrsche zwischen den 2n Grössen G^,- • Gsb 

24* - 
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noch keine Zahlbeziehung, To zeige ich, dass j.e()e der übrigen 
Grössen, z. B. G^^ Ticb als Yielfachenrumme von Gi,- -• Gjb 
darstellen lasse. Bezeichnen wir mit E das Produkt [eiCj "e^jß^^^ 
und mit F^ das Produkt aller von e^ verschiedener Faktoren 
des Produktes E, und zwar in dem Sinne, dass [eaFJ = E Tei, 

und bezeichnen wir endlich mit o^ den Ausdruck i ( ;pX j F^ I, 

fo wird, wenn man die folgenden Summen auf die Werthe 
1, 2**- 2n, und m, welche a nach und nach annehmen foll, 
bezieht, 

was nach dem Begriffe der durch die scharfen Klammern be- 
zeichneten Produkte 



= — (2n + 



ist. Nun ist (nach b) rxrÄxyi==0, und alfo (nach 518) 

auch I ( -r-X j 1 = 0, alfo wird die ganze rechte Seite gleich 
null, alfo auch s 

d. h. zwischen den Grössen 6i, G2n und 6^1 und überhaupt 

zwischen jeden 2n -{- 1 der Grössen Gi,*** G^ herrscht eine 
Zahlbeziehung. Es werden alfo anter ihnen 2n angenommen 
werden können, etwa Gi,*** 62^9 aus denen die übrigen nu- 
merisch ableitbar find. Wenn alfo die Gleichungen G| , G2,* • * 
G2n = erfüllt find, fo werden auch die übrigen bis Gni = 
orflillt. Alfo können wir auch von den Grössen <^Xi,* • • (fx^, 
deren Verhältnisse durch die Gleichungen G|,- - 60^ = be- 
stimmt find, die Grössen c^Xj^-i-i,* • • (fx„^ willkürlich annehmen, 
z. B. alle gleich 0, d. h. wir können Xs^-fi,*" ^m ^^ Bezug 
auf die durch d ausgedrückte Differenziation als konstant an- 
fehen. Dann haben wir alfo, immer unter der Vorausfetzung 
dass X^O fei, die Gleichungen Gi=0,-'- G2n = ö mit nur 
2n Variabein (indem wir X2ii+i,* • • Xo, noch als konstant fetzen) 



und mit der Bedingung (xf t-Xj 1^0. Dann erhalten wir 
alfo {nach 515) 

(d) dx = j^X^^Xj Ol . . . e2„J oder 

dx = m[x(^j^X J ei . - . eaj 

als pine Grösse, die die Gleichungen Gi,***G2n = 0, und 
alfo auch (wie To eben gezeigt) die Gleichungen G|, • • * G^ = 
erfüllt , und alfo auch den Ausdruck X6'x : N von t unab- 
hängig, und Xdx null werden lässt. Integrirt man diefe Kon- 
gruenz nach der Methode von No. 517 (vergl. Anm.) durch 
eine Gleichung von der Form Fx = b, wo b den Werth be- 
zeichnet, welchen x^ßi +. . . • Xa,j_iei*n_i für t = X2n = an- 
nimmt, und fetzt a = b -f Xan^-iejn+i -l^- • • -hx^e^i fo wird, 
da Xij^^ty"- Xm von t unabhängig flnd, a der Werth den x 
für t = annimmt; und da dann vermöge der Gleichungen 
Gl =• • • = Gaj = 0, die Grösse Xd'x : N von t unabh(ingig 
wird, fo erhält man aus demfelben Grunde^ wie in 517, 
X(a)da = als die Gleichung, welche die Gleichung X*dx = 
oder X(x)dx=:0 erfetzt, und welche nur noch von m — 1 
veränderlichen Zahlgrössen, nämlich von den Zahlgrössen, 
durch welche a aus den Einheiten Ci,««- e2n-.i, e2^4-l,••f e^i 
ableitbar ist, abhängt. Es war auch hier noch vprausge fetzt, 
dass X^ war. Diefe Vorausfetzuog können wir erfetzen 

durch die Vorausfetzung, dass irj-X j 1^0 fei. Nämlich, 

man kann aus den Gleichungen G^ = G2 =* * • G2ii = 0, ganz 
wie in 515, die Gleichuujg (die dort mit c bezeichnet war 
nämlich) 

ableiten; fetzt man ins Befondere r=:2n, fo "wird 6x^=6x2^ 
= 1 , und man erhält 

{<4^)-«..]=-[a^)"]- 

Ist alfo I ( -pX j I von null verschieden , fo muss auch X von 
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null verschieden fein. Es ist alfo nhr noch der Fall zu be- 

rückfichllgen , wo j f -j-X J 1 = ist. Ist aber diefe Gleichung 

erfüllt, fo ergiebt fich leicht, dass die Gleichung (d) gleich- 
falls der Aufgabe genügt. Denn es ergiebt fleh dann , wie in 
516 d, dass Xdx = fei, ebenfo ergiebt fich: 

was fich ganz, wie der entsprechende Ausdruck in 515, unn- 
wandelt in 



- iI^-[(M'4 



WO [CftEJ = [oi • • • • 02 J und s jede der Zahlen 1 • • • • m fein 
kann. Die rechte Seite ist nach der gemachten Yorausfetzung 
null. Alfo 



[Axe.<Jx] = 0, 



wo statt e^ jede der Einheiten Oi,*** ei^, alfo auch jede Viel- 
fächenfumme derfelben, alfo auch J^x gefetzt werden kanb, 
fomit erhält man 



[^X6'.6.]^0, 



und hieraus ergiebt fleh, wie in 516, d(Xd'x) = und Xdx 
=:X<)'x. Alfo hat fleh der Satz ergeben: 
^Wenn in der Zahlgleichung 
(a) Xdx = 0, 
in welcher X eine Funktion von x, und x aus den Einheiten 
^i>* * * ^m durch die Zahlen X|,* • • x^^ ableitbar ist, die Grösse 
X die Eigenschaft hat, dass für irgend einen Werth n, der 

kleiner als -a" i^^i 

(b) [x(lx)-] = 

und (c) [x(^xj"']^0, 

ist, fo lässt fleh jene Gleichung (a) erfetzen durch eine 
Gleichung 
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(e) A4a=sO, 

in welcher a aus m — 1 Einheilen ableitbar ist, d. h. nur 
m — 1 veränderliche Zahlen einschliessl, und A diefelbe Funk- 
tion von a, wie X von x ist. Und zwar findet man die Grösse 
a durch Integration der Gleichung 

(d) 6x = m[xQj^X J Ol ... . CanJ, 

in welcher d den Differenzialquotienten nach einer der Varia- 
bein X|y**-X2n, ^ B. nach x^n, bedeutet, und alfo dx^j^^ssl 
ist, wodurch fich fi bestimmt, und in welcher Xs^+i, X3114.1,. * -x^ 
als konstante Grössen behandelt werden. Wenn nun in diefem 
Sinne die Gleichung (d) durch eine Gleichung von der Form 

(f) Fx = b 

integrirt wird, wo b den Werth bezeichnet, den XiOi -(-*** 
^n-i^2n-4 ^^^ Xj^ = annimmt, fo ist 

(g) a = Fx + xja+^ean+i + • ' ' • x^e^, 

alfo a aus den Einheiten Oi,* • • 6211-19 6|,|-|-i,. • * e^ ableitbar« 

SSO. Zufatz 1. Wenn in der vorigen Nummer nur 
die Gleichungen (a) und (b) erfüllt find, aber nicht die Ver- 
gieichung (c), fo lässt fich, mag nun m = 2n oder > 2n fein, 
gleichfalls die Gleichung (a) auf m — 1 ver&nderliche Zahl- 
gr^ssen zurückfahren und zwar auf eine Gleichung der Form 
Ada = 0, wo A diefelbe Funktion von a, wie X von x, und 
a aus m — 1 Einheiten ableitbar ist. 

Beweis. Denn wenn auch 1 xf -pX j 1=0 fein follte, 

fo muss, da doch schliesslich X^O ist. Heb ein Zahl werth 
n'^^n finden lassen von der Art, dass die Vergleichungeti 
(b) und (c) gelten, fobald man n' statt n fetzt, da nun m>* 
oder =2n war, fo ist m stets ;> 2n^, alfo kann man dann 
nach dem vorigen Satze die Gleichung Xdx =: gleichfalls auf 
m — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückführen u. f. w. 

521. Zufatz 2. Ins Befondere kann man, wenn m=:2n 
ist, stets die Gleichung Xdx = auf m — 1 veränderliche 
Zahlgrössen zurückführen. 

Beweis. Denn dann gilt die Gleichung (b) stets (nach 
5i9); und wenn dann^uch die Yergleichung (c) gilt, fo findet 
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die ZurückfÜhrung (nach 517) statt; wenn j^e Vergleichnng 
aber. nicht .gilt, fo geschieht fie nach 520. 

322. Wenn die Gleichungen (a) und (b) in demfelben 
Sinne wie in 519 gelten, fo kann man die Gleichung 

Xdx = 
allemal auf 2n — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückführen, 
und zwar auf die Form 

Ada=:0, 
wo A diefelbe Funktion Vbn a, wie X von xJst, und a ans 
,2n — 1 Einheiten ableitbar ist, d. h. nur noch 2n — 1 ver- 
änderliche Zahlgrössen einschliesst. 

Beweis. Es foll hier nicht bloss der Satz erwiefen, 
fondern auch gezeigt werden, wie die neue Variable a als 
Funktion von x gefunden werden kann. Nach .520 kann man 
Xdx = 0. durch eine Gleichung von der Form Aidai;=0 er- 
fetzen, wo %, was aus m-r-l Einheiten ableitbar ist, eine 
bekannte Funktion von x, und A| diefelbe Funktion von a^ 
ist, wie X von X. Da nun die Gleichung (b) für jeden Werth 
von X gilt, alfo auch wenn man ai statt x fetzt, fo erhält man 



[<.4;*.)']=«- 



Wenn alfo noch m — 1 (die Anzahl der Einheiten aus 
denen a^ ableitbar ist) grösser als 2n ist, fo kann man aber- 
mals die Methode in 519 oder 520 anwenden, und erhält dann 
eine Gleichung der Form A2da2 =0, wo a2, was aus m — 2 
'Einheiten ableitbar ist, eine bekannte Funktion von a^, alfo 
auch von x ist., und A, diefelbe Funktion von 83, wie A| 
von üt , alfo auch wie X von x ist Auf diefe Weife kann 
man fortfahren, fo lange noch die Anzahl der übrigbleibenden 
veränderlichen Zahlgrössen grösser als 2n ist; ja (nach 521) 
auch noch, wenn diefe Anzahl =:2n ist« Wendet man dann 
dies Verfahren noch einmal an, fo reducirt Pich die Anzahl 
der veränderlichen Zahlgrössen auf 2n — 1. Wenn dann die 
fo refultirende Gleichung, die Gleichung Ada=:0 ist, fo ist 
alfo a aus 2n — 1 Einheiten ableitbar » und eine bekannte 
Funktion von x^ und A ist diefelbe Funktion von a, wie X 
von ;c, 
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Anm. Diefer Sata enthält die allgemeinste •L5Xttng der in 514 
b^onnenen Aufgabe, d^ Zurückführang auf eine möglichst geringste 

Anzahl veränderlicher Zahlgrössen. Bass, wenn 1 XI -^X) 1 ungleich 

null (519c) ist, fich auch Xdx nicht auf weniger als 2n — 1 veränder- 
liche Zahlgrössen zurückführen lässt, werde ich unten gelegentlich' 
beweifen. Koch bemerke ich, dass man, statt t = x^n zu fetsen, 
CS auch gleich irgend einer Funktion der veränderlichen Zahlgrössen 
hätte fetzen können. Dann hätte man nur eine der letzteren, z. B. 
x^ni durch t und die übrigen Variabein auszudrücken und diefen Aus- 
druck in die gegebene Gleichung einzuführen , und dann ganz die vor- 
her angegebene Methode zu befolgen. Ins Befondere kann man , wenn 
die Integration' eine Funktion ergeben würde, die fürx2B = unstetig 
wäre, t == Xjn — c fetzen , wo c eine Konstante bezeichnet; indem dann 
für t = 0, zan = c wird und c fo gewählt werden kann, dass jene 
Funktion in t = 0, d. h. in zan = c, stetig fei. 

523. Aufgabe. Den numerischen Ausdruck Xdx, in 
welchem X eine Funktion der extenfiven Grösse x ist, unter 
der Yorausfetzung, dass 
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ist, auf die Form 

Xdx = UidUi -| ü^du, 

wo üi,-" U^, u,,"« Un Zahlgrössen find, zurückzuführen. 

A u fl ö f u n g. Man kann (nach 522) die Gleichung Xdx = 
auf 2n — i veränderliche Zahlgrössen zurückführen, welche 
bekannte Funktionen von x find. Eine beliebige diefer ver- 
änderlichen Zahlgrössen fei mit u^ bezeichnet, fo ist Ui gleich- 
falls eine bekannte Funktion von x. Nun fei U| konstant ge- 
fetzt, fo bleiben nur noch 2n — 2 veränderliche Zahlgrössen 
übrig. Folglich können wir (nach 521) die erhaltene Glei- 
chung (welche nach den obigen Sätzen stets die Form Ada 
hat) auf 2n— -3 veränderliche Zahlgrössen zurückführen, welche 
bekannte Funktionen der obigen 2n — 1 Veränderlichen, und 
alfo auch bekannte Funktionen von x find; eine derrelben fei 
mit U2 bezeichnet, und fei Ua konstant gefetzt, fo hat man 
nur noch 2n — 4 veränderliche Zahlgrössen, welche fich auf 
2n — 5 folche zurückführen lassen, u. f. w. Hat man diefe 
Methode r mal angewandt, fo nämlich, dass man nach und 
nach die Grössen U|, Us,**- u„ welche fämmtlich bekannte 
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Faoktionen von x (ind, konstant geCetzt hatte, fo bleiben nnr 
noch 2(n — r) — i verftnderliche Zahlgrössen übrig. Setzt 
man alfo r = n — i , To bleibt nur noch eine veränderliche 
Zahlgrösse übrig und die rerultirende Gleichung hat die Form 
Undu,t = 0, wo Un nur von der variabeln Zahlgrösse u^ ab- 
hängt Setzt man alfo auch u^ gleich einer Konstanten, (o 
werden jetzt alle Differenzialgleiehungen, alfo namentlich auch 
die erste Xdx = erfttllt, wenn die Funktionen Ui^Ua,**- n^ 
Konstanten gleich gefotzt werden, alfo ISsst (ich nach der Me- 
thode 502 Xdx in der Form 

Xdx = U,du, -!-.•.. UndUn 
darstellen, und die Aufgabe ist gelöst. 

523. Der numerische Ausdruck Xdx, in welchem X 
eine Funktion der extennven Grösse x ist, ist dann und nur 
4ann auf eine Summe von n Gliedern der Form Udu, wo V 
und u Zahlgrössen vorstellen, zurückführbar, wenn 

ist. 

Beweis. Wenn die Gleichung (a) erfüllt ist, fo ist die 
genannte Zurückführung von Xdx auf n Gliedern der Form 
ydu (nach 523) ausführbar, und wenn umgekehrt diefe Zurück- 
führung möglich ist, fo wird (nach 511) die Gleichung (9) 
erfüllt. 

925. Zufatz. Wenn x aus 2n Einheiten ableitbar ist, 

fo lässt fich Xdx allemal auf n Glieder der Form Udu, wo 
U und u Zahlen find, zurückführen. 

Beweis. Denn wenn x aus 2n Einheiten ableitbar ist, 

fo ist die Gleichung rxrT-Xy] = (nach 519) stets erfüllt, 

und alfo Xdx (nach 524) auf n Glieder der Form Udu zurflck- 
führbar. 

A n m. Eb folgt aus diefen Sätzen Togleich, dass wenn rx| -pX^ 1 

von null verschieden ist, fich auch die Gleichung Xdx = nicht auf 
weniger als 2n — 1 veränderliche Zahlgrössen zurückfahren lasse. Denn 
Hesse fie fich auch nur auf 2n — 2 folche zarückführen , und fei Ada 
sO die fo erhalten^ Gleichung > fo Hesse lieh (nach 525) Ada aaf 
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D — 1 Glieder der Form üda nuückfahreD. Aber da die Qleichangen 
Xdx = und Ada = lieh gegenfeitig erfetien, To kennen lie lieh 
nar durch einen Zahlfatktor nnterscheiden. Es Xei Xdx = iVAda, fo 
wird nun auch Xdx anf n — 1 Glieder der Form üda lorQckgefilhrt 

fein; alfo (nach 511) Ixi-j-Xj 1=0 fein, was mit der Vorans- 

fetxnng streitet. Alfo Iftsst fleh anter der gemachten Voraasfetxang 
die Gleichang Xdx = nicht anf weniger als 2n — 1 yer&nderliche 
Zahlgrössen zorftckfahren. £s bildet diefe Bemerkung eine schon oben 
angedeatete Eigänaang zu dem Satze 52^ 

S26. Aufgabe. Die Zahlgleichung Xdx =0, in welcher 
X Funktion der extenÜTen Grösse x ist, Tollständig zu in- 
tegriren. 

Auflöfung. Es lässt Qch (nach 519) stets ein Werth 
n von der Art angeben , dass 

[<^x)>.. [<ix)->. 

fei. Dann lasst fich (nach 523, 524) Xdx stets auf n (aber 
nicht auf weniger als n) Glieder der Form Udu (wo U und u 
Zahlen find) zurttckfilhren. Es fei 

Xdx = ü^dui 4- " • ündUn = 0, 
fo fuche man zu der Gleichung UidUi -f ••• UndUn = (nach 
503) die lämmtlichen integrirenden Vereine von je n Glei- 
chungen, fo integriren diele Vereine alfo die mit jener iden- 
tische Gleichung Xdx = 0. 

927. Zu ratz. Die Gleichung [xf^X^'l = ist die 

nothwendige aber auch ausreichende Bedingungsgleichung da- 
für, dass fich die Gleichung Xdx=:0 durch Vereine von je 
n Gleichungen integriren lasse. 

Anm. Nach 500 ist mit der yollst&ndigen Integration der Zahl- 
gleichnng Xdx = zagleich die der partiellen Differenzialgleichungen 
erster Ordnung vollendet ; während die iDtegration der partiellen Dif- 
ferenzialgleichungen höherer Ordnung (nach 501) auf die Integration 
der extenfiyen Gleichung Xdx = zurttckfahrte , welche wir hier aus« 
geschlossen haben. 
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Alphabetisches Verzeichniss 
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Abgeleitete Fanktion • 435 

Ableitung, numerifiche •...••• 1. 
„ TOn Funktionen • • 392 
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Abfardc Reihen 456 

Aechte Reihen 454 
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Algebraische Multiplikation* • 364 
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,) intcgrirbar 483 

Aeusserc Multiplikation 78 
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Bezügliches Produkt -^ 94 
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Bruch mit n Nennern • 377 
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,1 höherer Ordnung * • 444 
Pifferenzial 429 

9 höherer Ordnung* • 444 
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„ Punkte 216 
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„ m-ter Stufe ....... 77 
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„ Faktoren 43 
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Erfetzendc Gleichungen • 27 
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^ Grössen ö 

Flächengcbilde .393 

Flächentheil-. * 257 

Funktion 348 

„ Zahl-, extenfiye * • * 349 
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Gebiet einer Grösse 77 

„ n-ter Stufe 14 

„ gemeinschaftliches etc. 15 

Gebilde 393 

Gemeinschaftliches Gebiet * • • 15 

Gemischtes Produkt ^ • 114 

Gleichgeordnet 56 

Grösse 5 
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Gfftsse erster fitafe • ••*.••.•' 9 

„ n-ter Stufe 77 

Grössengattung » 413 

Haaptgebiet* •••• 86 

„ • des- Braches 3&7 

Haaptzafal des Braches* . > . • . 387 

Identische Gebiete 15 

Inoidente- Gebiete 15 

Innere MnUiplikstion • * • .137. 330 

Integrabilität 483 

Integral von ftdt 477 
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Differenzialgleichungen • • • • 491 
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C468 

Konvergente Reihe 456 
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Körpertheil 257 

Kreisfunktion ^ . 394 

Kreisverwandtschaft 409 

Kurvengebilde 393 

Lineale Aenderung 71 

„ Multiplikation 51 

Liniengebilde 393 

Linientheil • 249 

Lückcnausdrücke 353. 357 

Multiplikation 37. 48 

„ algebraische 364 

„ äussere 78 

„ bezügliche 94. 504 

, „ innere 137. 330 

n kombinatorische • • • 53 
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„ planimetrische 288 

„ progressive 94.114 

„ regressive 94. 114 
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„ Zurückleitang ^ 164 
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Stetig in X 426 

Stetigkeit des Differenzials • • 429 

Strecke * 216 
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„ Grösse erster 5 

„ Grösse n-ter 79 

Stufenzahl 14. 79 

Subtraktion eztenf. Grössen- 7 

Syncyclische Verwandtschaft. 406 

System von Bestimmungsgi. - 48 

„ von Einheiten 4.153 

Uebergangsreihe 456 
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Umkehrbarer Bmch 377 

unendlich entfernt • • • 228 

Unendliche Reihe 454 

Untergeordnet 15, 77 

Ursprangliche Einheiten • • * • 3 

Verbindendos Gebiet 15 

Verschwinden mit q 420 

Vertauschbare Lflcken 485A 

Verwandtschaft 401 

Vielfache Punkte 216 



Vollständig integriren 481 

Winkel AB 137 

Zahlbe&iehung 2 

Zahlfnnktion 349 

Znrückleitang 33. 127 
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9 progressive* • • • 127 
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Zufammengefetzte Grösse • • • 77 



K. 



Pmck Ton B. OrMsmann in Stettin. 






